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Resumen.

En este trabajo se presenta una aproximacion visual al concepto de
funcion, introduciendo un par de registros de representacion que sean
validos para cualquier funcién. Se clarifica, mediante imagenes, el
concepto de funcion mostrando la dualidad del concepto, puesto que una
funcién debe ser interpretada como un proceso y como un objeto. Se
presenta un laboratorio de simulaciéon matematica que permite construir
objetos gréficos dindmicos que constituyen las imagenes necesarias para
generar el proceso de visualizacién matematica.

Palabras clave: Funcidn, Operaciones con funciones, Laboratorio
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1. Introduccion.

En [14, p. 14] el autor hace referencia a un trabajo de Kleiner (1989) en el que
se afirma ““que el concepto de funcion se remonta a mas de 4000 afios atras, y
que la nocion de funcién no surgio6 en forma explicita hasta mediados del siglo
XVIII...”

Nosotros no presentamos un estudio que requiera remontarse al pasado remoto,
si bien, tan sélo hacemos referencia a varios libros que son usados en los
primeros cursos universitarios desde hace unos 20 afios. Contrastar los
contenidos, relativos al concepto de funcién, de estos libros nos permite
establecer las condiciones iniciales para abordar nuestro trabajo.

En [31, p. 13] se establece la definicion de funcion como sigue: “Una funcién
de X a 'Y es una regla (o método) para asignar un (y solo un) elemento de Y a
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cada elemento de X donde se aclara que “por lo general, X e Y son conjuntos
de numeros.”

En [1, p. 29] se presenta la definicion de funcion de la siguiente forma: “Una
funcioén f de un conjunto D en un conjunto S es una regla que asigna un unico
elemento f(x) de S a cada uno de los elementos x de D.”

En [32, p. 12] esta sefialada la definicion de funcion como: “Una funcién f es
una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto A exactamente un
elemento, llamado f(x), de un conjunto B” y también hace referencias
“...consideramos funciones para los cuales los conjuntos A y B son conjuntos
de numeros reales.”

En [25, p. 25] se establece la definicion de funcion diciendo: “Sean X e Y dos
conjuntos de nimeros reales. Una funcién real f de una variable real x de X a
Y es una correspondencia que asigna a cada nimero x de X exactamente un
nimeroy de Y.”

Ademas, incluimos otro libro [12, p. 51], del autor de este trabajo, en el que se
indica: “Una relacién entre los conjuntos A y B se denomina aplicacion, o
funcion, entre Ay B si y sélo si cualquier elemento del conjunto inicial A esta
relacionado con un unico elemento del conjunto final B”.

En [6, p. 42] se define el concepto de funcion como: “Una funcion F es un
conjunto de pares ordenados (x, y) ninguno de los cuales tienen el mismo
primer elemento. Esto es, si (x, y) pertenece a F y (X, z) pertenece a F, entonces

y=z.”
De estos libros indicados, y algunos similares, existen multiples ediciones y
han sido utilizados en la formacion inicial del universitario. En estos libros se

complementa la definicion de funcién con ejemplos y numerosas caracteristicas
de las funciones.

Desde cierto punto de vista resulta que lo aportado en esta muestra sobre la
definicion de funcion, hace meditar sobre la afirmacion: “Las razones por las
cuales los estudiantes tienen dificultades con el concepto parecen centrarse en
su complejidad y generalidad.” contenida en [14, p. 13]. Es claro que tal
afirmacion no esté referida a esta muestra. Ademas, en [14, p. 13] se afiade
“Ya que presenta muchas facetas y contiene una multiplicidad de
representaciones...”’

Si bien se han relatado distintas formas de expresar el concepto de funcion,
sucede que algunos textos presentan ejemplos previos que expresan una
relacion funcional entre dos magnitudes distintas. Concretamente, se relaciona
la medida del area de una figura en relacion a una medida de longitud de un
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segmento. En el caso de [31] es el area de un cuadrado respecto a la longitud
del lado, 6 @, mientras que en [1], [32] y [25] es el area de un circulo en
funcion de con la longitud de su radio, 0  “ @ . Sin embargo, en [12] y [6] el
concepto de funcién (aplicaciéon) viene precedido por el de relacion
(correspondencia) entre conjuntos.

Nos hacemos eco de las palabras sobre funcion anteriormente indicadas y
contenidas en [14] por un lado, y, por otro, abordamos la necesidad de destacar
las representaciones del concepto de funcién desde una perspectiva educativa.

2. Comprensién y Visualizacion Matematica

En Educacién Matematica, o Didactica Matematica, hacer referencia a la
comprension de la Matematica carece de sentido si no se hace referencia al
sistema de signos que se emplean en esta materia, véase [18], 0 no se muestran
las representaciones de los objetos matematicos, véase [16]. Asi pues, cuando
un docente trata de ensefiar el concepto de funcion debe clarificar a sus
estudiantes el conjunto de signos, la sintaxis empleada con esos signos y la
semantica relativa a dicha sintaxis. Ahora bien, hacerlo desde una perspectiva
de lenguaje formal, sin hacer uso de algln tipo de representacion visual, podria
acarrear en la necesidad de un sobreesfuerzo del discente para lograr adquirir
el conocimiento.

Entendemos que, en el proceso de aprendizaje de un estudiante, la comprension
de un objeto matematico es un producto tras un proceso mediado por las
concepciones iniciales del estudiante. De estas destacamos cuatro componentes
principales:

A Las creencias personales sobre los objetos de las Matematicas. Un
ejemplo sobre estas creencias relacionado con el concepto de funcién
real de variable real. Cuando el profesor habla del valor de la funcién
para un numero cualquiera y el estudiante piensa en un nimero natural.
No hace falta citar algun trabajo sobre este hecho, puesto que el lector
puede experimentarlo directamente. Basta solicitar al estudiante un
numero cualquiera, y reiterar la solicitud hasta obtener un nimero no
entero.

A Lacreencia personal sobre el método matematico. Un ejemplo sobre
esto relativo a las suma de funciones. Dadas las expresiones simbolicas
de dos funciones Qw ow ¢y Qw cw o, lafuncion™Q "Q
no emerge como operacion funcional si no que queda relegada a una
suma de polinomios 0w ¢ Cw O uLw L. Enciertamedida
parece que no se admiten otros significados a la palabra “sumar”
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cuando se trata de expresiones simbolicas, pues se considera que es
algo “fijo”.

A Los conocimientos de los contenidos matematicos previos. En el
ejemplo anterior queda patente que si el estudiante no supiera sumar
polinomios, sumar funciones podria carecer de significado.

A La capacidad de adaptacion pedagdgica que muestre de forma
contrastada. Un nuevo ejemplo observable sobre funciones: Se solicita
al estudiante representar la grafica de una funcién afin ("Qow  ow
¢ ) una vez que ya estd establecido que se trata de una recta. La
existencia o no de tabla de valores con mas de dos puntos muestra si el
estudiante asocia grafica de funcién afin con una recta o lo asocia a un
proceso final después de calcular varios puntos de la gréfica.

Al hablar de las concepciones de un estudiante, nos referimos a esas
concepciones producto de estudios anteriores y aprendizajes previos en gran
medida.

Entendemos que el proceso de ensefianza de un profesor esta igualmente
mediado por sus propias concepciones. Estas presentan las mismas
componentes: Las creencias personales sobre la Matematica, la creencia
personal sobre el método matematico, los conocimientos de los contenidos
matematicos, y la capacidad de adaptacién pedagogica.

Hay quienes consideran que el proceso de visualizacion matematica consiste en
crear una representacion visible de algo, ya sea un concepto, idea, conjunto de
datos, u de otro tipo. Piensan que este proceso permite ver lo que es imposible
de ver y reconocer patrones. Entendemos que esta descripcidn se corresponde
con el proceso de la llamada visualizacidn cientifica, con la cual se pueden ver
las estructuras corporales sin invadir el cuerpo de un paciente, o representar
imagenes tridimensionales y en color de planetas y satélites del sistema solar.

Ante la pregunta: ;Qué es visualizar en Matematica? Debemaos indicar que hay
mdaltiples interpretaciones en la literatura de Educacion Matematica. Aqui
incorporamos un somero comentario sobre lo que entienden algunos autores.
Visualizar es:

A Ver con la vista. (Zimmermann 1991, Davis 1993)

A Entrever a través de los diagramas. (Dérfler 2004, Arcavi 2005).
Véase Dorfler y su Pensamiento Diagramatico.
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Comunicar de un vistazo; vislumbrar demostraciones sin palabras.
(Arcavi 2003, Alsina 2006)

Conectar representaciones y lenguajes. Veéase Hillel y su Modos de
descripcion y lenguajes.

Intuir (Fischbein 1987) y pensar geométricamente. (Gueudet 2002
Intuicion geométrica)

Visibilizar: Concretar con ejemplos (Bill 2006, Presmeg 1997) y
transportar conocimientos a través de metéforas. (Presmeg 2008,
Steinbiring 2005)

Imaginar en la mente (Presmeg 2006), construir un concepto imagen
rico. ( Tall y Vinner 1981)

Pensar geométricamente ( Zimmermann 1991, Davis 1993, Guzman
1996) y una herramienta para resolver problemas. Véase Sierpinska
y sus Modos de Pensamiento.

Aprender a conectar marcos y puntos de vista, y construir unaimagen
mental rica. Véanse Marcos y puntos de vista en Alves Dias.

Aprender y conectar representaciones. (Duval 2006, Hitt 2002)

Visto el listado anterior, afirmamos que la visualizacién matematica es un tema
de gran interés educativo, y que nosotros tenemos otra concepcion de visualizar
matematicamente un objeto matematico. Para presentar nuestro punto de vista
necesitamos hacer constar algunas cuestiones de importantes desde la
perspectiva de la Inteligencia Visual, véase [24].

Una bateria de experimentos viene a concluir de forma estadistica, que el
cerebro archiva de forma autbnoma muchas imagenes por analogias con otras
almacenadas. Un ejemplo que clarifica esto lo representa la imagen de la figura

1,

7

Figura 1: Imagen que el cerebro interpreta como un martillo.
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en la cual pueden ser observados un martillo y unos clavos. Estos objetos no
son objetos planos como la imagen. Aunque fuesen planos, no se aprecian
figuras claras, puesto que la imagen se construye con vaciados de color, en lugar
de mostrar el objeto plano en si. Sin embargo, la fotografia de la figura 2 es un
elemento plano y nos muestra un martillo con una combinacién de luces y
sombras mediante las cuales el cerebro entiende que es la imagen de un
martillo.

Figura 2: Fotografia de un martillo.

La dificultad de ver alguna representacion de cuestiones matematicas depende
de las imagenes de asociacion que nuestro cerebro usa. Una representacion
grafica matematica no asegura comprension de algo concreto. Por ejemplo, la
representacion usual del conjunto de los nimeros reales s es la denominada
recta real. La representacion del conjunto de los ndmeros racionales o es
similar a la anterior, como una recta pues < es un conjunto denso en s1. Ahora
bien, en la recta racional existe un orden dividido, es decir, que cada dos
racionales distintos hay otro racional entre ellos, por ello, lo representamos
como una recta. Este orden no nos permite observar los huecos que hay en esa
recta racional y huecos que corresponden a numeros irracionales.

La estructura acumulativa y relacional, que tiene el conocimiento académico
matematico, permite al docente comprobar, que el desconocimiento o la
adquisicion inadecuada de un concepto, o de un resultado matematico, del
estudiante genera cono de sombra matematica que le impide al estudiante, o
dificulta, la comprension de muchos otros conceptos y resultados. Entendemos
que se hace necesario que el docente se formule la pregunta: ¢Por qué intento
explicar un concepto o un teorema a un estudiante?

La respuesta inmediata es obvia, basta remarcar la labor social del docente de
Matematicas. A esta respuesta, afladimos otra de caracter personal: el placer
intelectual que se siente cuando se comprueba que el discente se acerca
sucesivamente al proceso de comprension. Observar al estudiante como se
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desenvuelve en lazona oscura del cono de sombras y se acerca a una generatriz,
motiva las acciones didacticas del profesor. Comprobar el salto cualitativo que
realiza para adquirir el saber correspondiente al objeto matematico genera una
revaloracién automatica de su labor docente. Aunque, esto no depende del
docente, le genera una sensacion placentera.

Ya sea por razones de indole social o de indole personal, constantemente, el
docente se pregunta: ;Como hacer que un estudiante se transforme en un
observador aventajado de Matematicas y las comprenda? A esta pregunta
contestamos de manera rotunda: Presentando los conceptos matematicos de
forma activa para el estudiante y haciendo una actuacion directa sobre sus
sentidos. Destacamos las actuaciones que prioricen acciones relativas al
sentido de la vista. Es decir, hacer que los elementos matematicos puedan verse
con los ojos antes de ser entendidos.

Desde la perspectiva de la Inteligencia Visual se postula que el cerebro esta
capacitado para almacenar eficazmente informacion visual de forma autonoma.
Ademas, se presupone que mas del 50% de las neuronas activas del cerebro
humano estan dedicadas a tareas relacionadas con la vista.

Es necesario que el lector realice un pequefio experimento para situarle en el
punto de partida de nuestra concepcion de la Visualizacion Matematica.
Imaginese que alguien le solicita que le hable acerca del animal denominado
“vaca”. Muy probablemente su cerebro le ha presentado la imagen, foto o
dibujo de una vaca concreta. Resulta que con esa primera imagen mental, usted
inicia su discurso sin ninguna dificultad. Seguramente, este proceso cerebral de
mostrarle la imagen mental no se hubiera producido si el animal elegido es el
“pangolin”. Si es asi, probablemente, su cerebro no tenga almacenado imagen
alguna de un pangolin.

Basta una indicacion; un pangolin de una especie de pequefio armadillo
africano, para que usted inicie su discurso gracias a la capacidad de relacionar
conocimientos de los mamiferos y de los armadillos.

Mostramos una situacion educativa en matematicas donde se aprecie una
similitud con el proceso que se experimenta con el pangolin. Quizas un nuevo
estudiante experimente la misma sensacion cuando se le habla de polinomios.
Para paliar esa sensacion se realiza una asociacion adecuada de ideas y objetos
matematicos. El objeto matematico mas cercano al polinomio oc®w qw
cw p eselnimero tres mil doscientos veinte y uno, puesto que la expresion
“3221” no es mas que una forma reducida del nimero OpP T ¢ P TT

¢ p T P, Ytiene mucho sentido intentar sumar polinomios resaltando las
analogias con la suma de nimeros.
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Una vez establecidas las similitudes, pangolin con armadillo, polinomio con
nimero y suma de polinomios con suma de ndmeros, entendemos que se
produzca la asociacion entre sumas de funciones polinémicas y suma de
polinomios. El problema es que los ejemplos de la vaca o del pangolin no son
los adecuados para el concepto de funcién. La diferencia es bastante clara, las
vacas y los pangolines no requieren del ser humano para ratificar su existencia.

Nuevamente, el lector puede experimentar una situacion que nos permita
acercarnos a la naturaleza matematica del concepto de funcion. Imaginese que
alguien le solicita que le hable acerca del objeto “mesa”. Muy probablemente
su cerebro le presenta la imagen, foto o dibujo de una mesa de comedor o una
de cuatro patas. Al iniciar su discurso debe indicar al oyente que este objeto
gueda definido por la utilidad que el hombre hace del objeto. Es decir, la simple
existencia del objeto mesa carece de sentido sin no esta acompafiada de su
utilidad y su funcionalidad. Una simple piedra plana pudiera constituirse en
mesa en una excursion por el campo.

Ante la observacion realizada sobre “mesa”, hacemos referencia a lo
presentado sobre funcién en [9, p. 115] donde se afirma: “El estudio de
funciones genera problemdticas novedosas con respecto al dlgebra... Rupturas
con el algebra se notan en el hecho de que una funcion aparece a la vez como
proceso y concepto...”

Nos preguntamos si esto no ocurre de igual forma con algunos conceptos
matematicos concretos. Si intentamos hablar de la funcién seno. ;/No se nos
presenta el recuerdo de una linea continua sinusoidal? Y si hablamos de la
funcidn tangente. ;Recordamos una linea discontinua con “muchas” asintotas
verticales? Suponemos que el lector entiende que la respuesta es afirmativa, y
que su cerebro selecciona las imagenes adecuadas aunque, desde un punto de
vista pictografico, un poco imprecisas.

Si bien podemos asumir que al hablar de una funcién afin, una funcién
cuadratica, la funcion logaritmo, la funcion exponencial y las funciones
trigonométricas directas se produce una imagen adecuada, nos preguntamos:
¢Qué imagen se presenta cuando hablamos de funcion cualquiera? En general
el cerebro no nos aporta imagen alguna por falta de analogia, aunque la
respuesta se reconstruye al describir la imagen como una linea en el plano
cartesiano. Eso si, una linea con una forma muy especifica y no una linea
cualquiera. En esencia, no es mas que la representacion genérica de la
definicion de una funcién como es mostrada en [6]

Para afrontar el reto de presentar una funcion cualquiera, hacemos referencia a
otros péarrafos de [9, pp. 115-116]: “Las funciones se presentan mediante
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cuatro registros generales: El registro verbal... El registro simbdlico... El
registro tabular... El registro grdfico...” Pudiera parecer que este tipo de
registros aportan un acercamiento a la idea de una funcion cualquiera méas que
las definiciones del inicio de este trabajo. Ahora bien, esto no es asi,
necesariamente.

El registro verbal; una funcion cualquiera. El registro simbélico; una regla entre
variables como en [31] y [32]. El registro tabular; no existe. El registro gréafico;
un conjuntos de puntos como en [6].

¢Qué imagen nos aporta el cerebro cuando se habla de la suma, el producto y
la composicion de funciones? Tampoco parece que los registros de
representacion anteriores permitan ofrecer alguna imagen clara que pueda
presentar el profesor para facilitar el aprendizaje del estudiante.

3. Visualizar el concepto de funcién

Al tratar los procesos educativos es frecuente algunas expresiones de la forma:
“...para un numero cualquiera...”. Aunque no se note, esas expresiones
conllevan un enorme cambio conceptual, puesto que se transpone el concepto
de variable numérica. Ademas, hace necesario un cambio de registros de
representacion de esos “numeros cualesquiera”.

El estudio del concepto de funcion esta enmarcado en el territorio del Calculo
Matematico, y los nimeros de referencia son los nimeros reales. Se puede decir
gue esos son los nimeros que, al estudiante y al profesor, menos les apetece
utilizar en las cuestiones practicas y ejemplos. Ademas, se debe resaltar qué
se entiende por trabajar con ndmeros reales. Por simplificar, entenderemos
trabajar con numeros reales efectuar las operaciones definidas en este conjunto
numeérico y describir de forma precisa los subconjuntos del conjunto de los
nimeros reales. Puede parecer que trabajar con numeros reales es,
esencialmente, una cuestion algebraica, si no fuera por la naturaleza de esos
numeros. Piénsese que cualquier estudiante sobreentiende al nimero 5 como el
resultado de la operacion suma de los nimeros 2 y 3. Ahora bien, no siempre
asume al nmero p Vi como el resultado de sumar los nimeros 1y V¢, pues
no suele distinguir entre operacion y representacion de algunos nimeros

. . . . V|
irracionales. Tampoco entiende la necesidad de escribir — el resultado de

dividir 1 entre VIE. Estas cuestiones estan, intrinsecamente, unidas a alguna de
las construcciones de los nimeros reales.

La ensefianza del concepto de funcion no es una de las tareas méas faciles de
desarrollar por un profesor. Ademas de tener que trabajar con nimeros reales,
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al trabajar con funciones emerge una clara dificultad didactica ante el
aprendizaje del concepto funcion, que consiste determinar una forma visual
activa que describa a una funcién cualquiera. Es decir, es necesario utilizar
alguna imagen para visualizar el concepto de una funcion genérica.

Ya se ha indicado la forma que diversos autores entienden la visualizacion
matematica, sin embargo ninguna de estas nos satisface completamente.
Entendemos por Visualizacién Matematica, véase [13], la generacion personal
de iméagenes iconicas que representan a los objetos matematicos. La forma de
generar dichos iconos es particular de cada persona, pero se inician con la
eleccion de unas representaciones graficas, una figura o una imagen, que forma
parte de la imagen mental, dentro de la cual se cifra, o encripta, informacion
textual, matematica y metamatematica.

Las iméagenes icdnicas son personales y , probablemente, distintas, tanto para
el estudiante como para el profesor. Ademas, una imagen no siempre permite
incrementar la informacidn para encriptar sobre ella, por ello, se hace necesario
cambiar de icono a medida que se adquiere mas conocimiento sobre algln
objeto matematico concreto. Es decir, la imagen inicial no tiene por qué ser
permanente una vez visualizado un concepto. Ademas, hay que tener en cuenta
que en la visualizacién matematica es imprescindible disponer de:

A Laimagen real o imagen portadora.

A La informacion matematica, bien simbélica o bien textual, que se
adosa a la imagen.

A Un protocolo personal de codificacion de esa informacion que se
plasma en las caracteristicas visuales en las cual se almacena la
informacion.

A Un protocolo de decodificacion que esencialmente consiste en saber
sondear la imagen y recuperar la informacion, una vez determinadas
las caracteristicas visuales.

A Un rango de validez de la visualizacion. No se puede pensar que
alguno de los cuatro anteriores componentes son permanentes ante la
evolucion del conocimiento de una persona. En general, el estudiante
incrementara sus conocimientos sobre el objeto, y necesita una imagen
nueva en algunos casos. Piénsese sobre la caracteristica de linea
continua que posee la gréafica de cualquier funcion polinémica. Lo de
tener una linea continua debe cambiar si se utilizan otras funciones, por
ejemplo, las funciones racionales.
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Ante la necesidad inducir en el estudiante la visualizacion del concepto funcion,
el profesor puede hacer uso de alguno, o todos, los registros de representacion
de una funcién citados anteriormente.

Al concepto de funcién se accede con determinadas restricciones dependiendo
del nivel educativo en el que esta el estudiante. En una primera etapa, en la que
aparecen las primeras funciones polinémicas, se aprecia una sobre utilizacion
del registro de representacién textual y del registro tabular. Esto puede ser
apreciado al realizar un andlisis elemental de los contenidos relativos a funcion
en los libros de Ensefianza Primaria o de Ensefianza Secundaria Obligatoria.

Se trata de iniciar un proceso de pre-Céalculo que permita acceder a nuevas
interpretaciones de una forma coherente con las necesidades del Célculo
Diferencial e Integral. En cierta medida, la representacion gréafica de una
funcidn responde al protocolo de gestionar un conjunto de puntos de la gréfica
y unirlos con trazos continuos cuasi rectos.

En los cursos altos de la Ensefianza Secundaria y en el Bachillerato, la
utilizacion del registro simbolico y grafico  adquieren un dominio,
practicamente, total puesto que se presenta el Célculo en una variable con una
profusion de definiciones y resultados con aplicaciones cuasi-directas de
dichos resultados. Nuevamente, son los libros de texto de esas etapas los que
marcan esas pautas de la utilizacion de registros de representacion con cierto
grado de desconexion entre los registro empleados en la etapa anterior, pues el
abanico de funciones se amplia con las funciones tradicionales, las
combinaciones y composiciones de estas. Se aplican las reglas del Calculo
mediante manipulacién de las reglas simbdlicas a funciones polinémicas
cualesquiera, funciones racionales, algunas de tipo irracional y funciones
transcendentes.

El Caélculo se centra en el estudio de funciones haciendo uso de sus
caracteristicas, mas que en su utilizacion y aplicacion a la vida real y fisico. Por
ello, en muchas ocasiones el concepto queda mimetizado con la utilizacion de
alguno de los registros establecidos en la literatura. Una posible forma de
comprobar esa mimetizacion consiste en formular la pregunta: ;Como imaginas
que estas trabajando con una funcion?

Se pueden conseguir una limitada secuencia de contestaciones que responden
principalmente a los registros de representacion indicados, es decir, 0 es una
expresién, o una formula, o un conjunto de puntos o una curva (sélo ciertas
curvas) en el plano.
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Recomendamos leer el capitulo 4 de [29] titulado: “La funcién como objeto a
ensefiar, como objeto de ensefianza y como objeto ensefiado: Andlisis de los
programas oficiales, libros de texto y apuntes de los estudiantes.”

En este sentido, sumar o multiplicar funciones es operar con formulas, que sin
duda responden a un proceso entendido como manipulacién algebraica como si
de nUmeros se tratara.

En cierto sentido el concepto de funcion como expresion simbdlica se establece
como un concepto estatico. Recordemos lo dicho en [9, p. 115]: “Rupturas con
el &lgebra se notan en el hecho de que una funcion aparece a la vez como
proceso y concepto...”. Igualmente, la gréfica de una funcién se presenta como
otro concepto estatico, si bien, este concepto aparentemente queda alejado de
la manipulacion algebraica.

Una vez difuminada la naturaleza dinamica del concepto de funcién; la funcion
como proceso, es cuando el estudiante accede a otros niveles educativos donde
es necesario realizar la aplicacion de funciones. Es la primera etapa
universitaria. Emerge una dificultad de adaptacion de esos registros de
representacion de funcion que le permita evolucionar en un pensamiento
practico, aunque muy abstracto.

¢De qué registros de representacion hace uso el estudiante para generar el
proceso de aprendizaje del algebra de funciones? Casi con toda seguridad de
ninguno de los citados. Poder visualizar estos espacios funcionales es requisito
indispensable tener un adecuado proceso de visualizacién del concepto de
funcién. Por ejemplo, los espacios de funciones continuas, funciones
diferenciables, funciones integrables...

4. Laboratorio de Simulacion Matematica sobre el concepto de funcion

Para poder presentar una imagen que facilite el proceso de visualizacién del
concepto de funcién, hemos desarrollado un LSM empleando distintos
registros de representacion de funciones. Ademas, en este laboratorio se
muestra la asociacion de registros de forma automatica. El LSM facil de
utilizar y es opera desde GeoGebra.
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ON
Funciones reales f—

l de variable real T;‘T:
OFF

Laboratorio de Matematicas

Dep. Matematicas Fundamentales

Figura 3: Ventana inicial del Laboratorio de Simulacion Matemética.

Este laboratorio nos permite mostrar otros dos registros de representacion
distintos de los citados. Un registro de caracter general, que denominamos
registro metaférico, que es valido para representar cualquier funcién. Otro
registro de caracter analdgico, que en este caso denominamos registro de
movimiento. Este permitird mostrar la relacion funcional de dos magnitudes.
Con estos dos nuevos registros se le facilita al estudiante una primera imagen
dindmica para generar su propia visualizacion de funcion y afrontar las
situaciones practicas de mayor calado en su aprendizaje del Andlisis
Matematico. Es decir, establecemos un proceso que induce a la de visualizacién
de una “funcion cualquier” en el estudiante.
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Grdfica [Expresiohi] [

ON

T Facultad Punto de la Recta Real

O o) W [V =1/ 0¢-D | Vatiar 5[\ x,=-16
OFF 7 s
Opciones
[;_ [_vama |7Funcio’n é 5]
zZ \
54

Movimiento Opemdones
deFunciones

Figura 4: Vista particular de una representacién simbdlica y otra gréfica.

Al activar el laboratorio desplazando el deslizador a ON, se muestra la casilla
de marcado Opcion que debe ser marcada para hacer visibles las casillas de
marcado Metafora, Movimiento, Funcidn y Operaciones de Funciones, para
permitir al estudiante interactuar con el laboratorio. También, aparecen dos
casillas de marcado rotuladas con Variar @ y con @, bajo el registro Punto de
la Recta Real, que estan destinadas a simular la variacion del nimero @ como
namero real.

Conviene precisar que decimos “simular”, puesto que el conjunto de niimeros
disponibles en el laboratorio no es el conjunto de nimeros reales. El procesador
del ordenador sélo procesa un pequefio conjunto de numeros enteros (con
aritmética exacta) y otro conjunto pequefio de nimeros decimales finitos (con
aritmética no exacta) denominados nimeros punto flotante. Ademas, si se
marcan dos pixeles de la pantalla que correspondan a dos puntos o nimeros
cuya distancia sea menor a una centésima, el 0jo humano casi no los distingue.
Por estos dos motivos, al marcar la casillas Variar @ se muestra un deslizador
cuyo valor de incremento es 0.1, su minimo es -10 y su maximo es 10. Aunque,
el minimo, el méximo y el incremento pueden ser variados por el profesor, en
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esencia, esto no afecta a lo que la simulacion muestra en pantalla. Es suficiente
experimentar con numeros enteros y nimeros decimales con un decimal entre
-10 y 10. Es decir, esos son los nimeros reales disponibles. Utilizar un
deslizador para elegir el valor de @ es una herramienta GeoGebra que permite
simular a una variable real, puesto las letras x e y son variables internas
reservadas para definir funciones, tanto explicitamente como implicitamente.

Con el marcado de la casilla Funcién se activan otras dos casillas Expresion y
Grafica. Con estas dos casillas se accede a dos de los registros de
representacion:

1 EI registro simbdlico mediante un campo de entrada datos,
rotulado con "Qa , para poder escribir, editar y cambiar la regla
que define a la funcion en términos de la variable x.

1 El registro grafico mediante la representacion grafica que genera
directamente la aplicacion GeoGebra al marcar la casilla grafica.

Si bien, cualquier expresion matematica con x pueden ser introducidas en el
campo de entrada, ejemplo, ——, ocurre que las expresiones con comandos

GeoGebra son aceptadas como entradas. Por ejemplo, "06 £8& '@—h ofv
para definir la funcién y su dominio a la vez; el intervalo  ofw .

Para indicar al estudiante que el registro grafico posee un nivel de relevancia
mayor a estos dos nuevos registros, se establece que marcar la casilla Grafica
imposibilita acceder esos nuevos registros.

Con el marcado de la casillas Metéafora, si estd desmarcada la casilla Gréfica,
aparecen tres objetos graficos: Dos especies de bandejas; una a modo de filtro
conteniendo un nlmero y otra vacia, y una maquina de rotulo "Qw con una
tolva y un grifo del que sale un nimero. Estos objetos graficos deben ser
situados adecuadamente antes de realizar la simulacion, para ello, se dispone
de un punto resaltado para realizar el desplazamiento del objeto. La disposicion
final de estos objetos debe ser: bandeja con filtro sobre la tolva de la maquina
y la bandeja vacia debajo del grifo de esa misma maquina.
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ON

. Grdlica Expresion Punto de la Recta Real
Ancho
(Opciones
p [Vl\rlelalom [7Funr.io’n
[ oimne [ g

Figura 5: Objetos y operadores del registro metaférico.

Al variar el valor de @, actuando sobre el deslizador, se constata la variacion
numérica que se experimenta en las bandejas anexas a la maquina. Con este
conjunto de imagenes sucesivas, que sélo se diferencia en los numeros
mostrados, queremos simular la condicion dinamica de una funcion.

La imagen de la maquina pudiera ser una buena representacion estéatica de una
funcion cualquiera, sin embargo, lo mas importante de esta maquina es que
permite transferir una idea dindamica del concepto de funcién. La maquina,
como la funcidn, no hace nada si el humano no interactda con ella. Si no se le
aporta una modificacion de alimento-namero, la maquina-funcién no cambia
su estado de namero saliente.

Esta configuracion de objetos graficos constituye un conjunto de signos-
iconos, con una sintaxis-reconfiguracion y con una traduccion directa al
registro grafico que se produce si se marca la casilla Grafico. Asi pues, esto es
un nuevo registro de representacion independiente de los anteriores.

Sin duda, la bandeja con filtro viene a representar el dominio, mientras que la
bandeja vacia representa el rango de la funcion. Ademas, la méaquina no facilita
la posible expresion de la funcidn, sobre todo si se desmarca el cuadradillo
Expresidn. En si, esa expresion simbolica no es necesaria si solo se observa el
funcionamiento de la maquina. Esta es la imagen portadora que soporta la
visualizacion matematica de cualquier funcién, incluso de una funcion
cualquiera. Por tanto, es valida para una funcion cualquiera de cualquier
espacio de funciones.
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En la figura 6 se puede observar el comportamiento de la maquina de la figura
5 al ser alimentada con -1. No produce salida, puesto que esa funcién no esta
definida en -1.

Figura 6: Situacion particular de la maquina-funcion Qo —.

Necesitamos hacer notar que el autor ha utilizado este tipo de maquina con
todos sus componentes desde el inicio de su labor docente, afio 1978, tanto para
la formacién de estudiantes como para la formacion de profesores. Sin
embargo, parece existir una convergencias de representaciones con otros
autores, puesto que una maquina similar esta presente en [32], en [30] y en
muchos libros de texto de Educacién Primaria y Educacion Secundaria que se
editan en Espafia desde hace mas de una década.

Con el marcado de la casillas Movimiento, si esta desmarcada la casilla Grafica,
aparecen otras tres casillas de marcado con los rétulos Vertical, Horizontal y
Curva, y otra casilla para la funcion rotulada con "Q Al marcar la casilla "(se
esta en disposicion de interpretar el nimero "Qc como la posicion relativa de
un punto sobre una recta vertical si se marca Vertical, sobre una recta horizontal
si se marca Horizontal, y sobre una curva editable si se marca Curva. Posicién
en términos de distancia, con signo, de separacion de un punto origen o de
distancia 0.
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Figura 6: Objetos y operadores del registro analdgico.

Al variar el valor de w, actuando sobre el deslizador, se puede observar la
variacion posicion que se experimenta el punto sefialado en las rectas o curva
disponibles. Con esta representacion en magnitud posicional, la variacion de
valores de @ se transforma en una idea de movimiento de un punto siguiendo
una trayectoria predeterminada. Por ejemplo, la actuacion de la funciéon se
interpreta bien como la vibracién vertical u horizontal del punto, o una situacion
similar a un movimiento pendular de ese punto.

De nuevo, entendemos que este otro tipo de configuracién de movimientos
constituyen un conjunto de signos-iconos, con una sintaxis-reconfiguracion y
con una traduccion directa al registro grafico al marcar la casilla Gréfico. Esto
es otro nuevo registro de representacion independiente de todos los anteriores,
que permite reconstruir la nocién de funcion desde una perspectiva
epistemologica.

5. Aproximaciones visuales a las operaciones con funciones y a sus
propiedades.

En este laboratorio se dispone de elementos suficientes para afrontar la
simulacion de las operaciones definidas para funciones, haciendo uso de los
distintos registros de representacion que incorpora. Esto queda visible si se

marca la casilla Operaciones de Funciones. Es decir, construir una funcion
resultado "Qa partir de dos funciones "Qy "Q
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Al marcar la casilla indicada se muestra otro campo de entrada de datos con
rotulo "Qw que posibilita escribir la expresién de la segunda funcién "Qen la
variable x. Ademas, se muestra un deslizador de rétulo Operacion que facilita
la eleccion de la operacion que se desea experimentar, y dos casillas de
eleccion: Punto en la grafica de h y Gréfica de h.

Grdlica Expresion

|— IU' f(x)= cos(x)

Punto en ’

giatica h  9(X)=| X - 1

I Operadon —@— Pioducto h = f X g
Grdlica h

|_ h(x) = cos (x) (x — 1) = x cos (x) — cos (x)

Figura 7: Detalles relativos a Operaciones de Funciones.

En el caso de que la operacién sea suma (resta) o producto (division) el
estudiante puede ver en pantalla el resultado de la operacion simbdlica tal y
como él lo hace segun sus aprendizajes algebraicos. Quizés la composicion de
funciones sea la operacion méas novedosa para él. El principal problema que
posee el estudiante es cuando de las funciones tan s6lo son conocidas por sus
graficas. Es decir, desmarcada la casilla Expresion.

ON 8]

T Gl Cipeesion ' F"unto de la Recfa; Real
Facultad

OFF de Ciencias @ ,Zm,“v fx)=| cos(x) [7 Variarxa|?/'x0=-10
guatica | 9(X)= x -1 74

Opciones @ u Operadion —e— Pproducto h.= f X g
v Metdfora W/ Funcion Grdfica I

|—“Umm"m /| Operadones [— hi(x) = cos (x) (x —1) =x cos (x) — cos (x) v
5

deFunciones

/

L,
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Figura 8: Vista de la ventana con la opcion Operaciones de Funciones.

Con el laboratorio se muestra y refuerza el conocimiento sobre operaciones que
posea el estudiante. Por definicidn, la funcidon resultado de la operacion de dos
funciones se construye punto a punto. Por ejemplo, la funcién producto "Q
"Q"(es definida como

QO QOQoh | N .

Al marcar la casilla Punto en grafica h se hace visible el punto @ Qo . Si
se modifica el valor de w, el punto cambia, pero queda el rastro de puntos para
valores anteriores de @ como se aprecia en la figura 9. Con esta forma de
proceder, se fomenta la idea de construccién de la funcion "Qpunto a punto.
Ademas, se muestran los valores Qo HQw y Q@ v el estudiante puede
comprobar la operacion numérica correspondiente.

8

ON
Grifica Esfpresion Punto de la Recta Real

T Facultad
d 0] [V [V 0= costx) Voriar x [\ % =4
OFF dedlendas D Punto er ; |7 '7 0
XY | | gratica n| 9()=[x -1 4
Opciones ,7 ds | Operation —e— prodto h = f X g 7

|7 r_MeIaﬁ)Ia |_V_F|||tio'||

Grdlica I
I_,_h_\‘”“m"” /| Opetaciones @ I_ hi(x) = cos (x) (x — 1) =x cos(x) — cos (x)
5

deFunciones o/ ®

.......

Figura 9: Construccion punto a punto de la funcién "Q°Q

La simulacion de construccion, punto a punto, de la grafica de la funcion "Qse
completa al hacer visible la gréfica, para ello, basta marcar la casilla Grafica h.
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Se debe resaltar que la utilizacion del registro grafico del que hace uso la
aplicacion GeoGebra puede inducir a error al estudiante en algunos casos. Por

ejemplo, si se consideran las funciones Q @ — y Qo o p,
entonces no se representa la funcion producto Qe  ——, si no, la funcion
0w —. Es decir, GeoGebra dispone de un método de graficar que no

detecta las discontinuidades evitables de forma directa, y muestra esos puntos
de discontinuidad como puntos de continuidad.

ON 8; iabl
T Gralica Exfpresion Punto de la Recfa Real
Facultad /
S (o] |7 Vv f(x)= cos(x) Variar x [ X =-10
OFF de Ciencias D P I7 I7 0
XY | | gratican] 900)=x-1
opciones @ l_ as | Operacion —e- producto h = f X g

[7 Metafora W/ Funcion rdtica h|
II:MW”"N“‘U ,:Ouemdoues GI'V_I I‘\(x) = cos (x) (x—1) =x cos(x) — cos(x)
5

deFunciones

7

Figura 10: Gréfica de la funcion "QQ

Al utilizar el registro metaférico no se produce ese efecto pernicioso de las
discontinuidades evitables del registro grafico. Las maquinas no generan
nameros si no son alimentadas con los nimeros adecuados. En la figura 11 se
muestra una construccion relativa al producto de funciones haciendo uso del
registro metaforico del laboratorio. Es evidente que la misma construccion es
valida para la suma, resta y divisién de funciones, lo Unico diferente es la
maquina del operador.
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Cabe destacar que el nombre de cada maquina es fijo "Qw y "Qw, y que la
maquina construida a piezas es "“Qw . No hemos considerado oportuno que la
funcion resultado posea la misma forma miniatura de las maquinas "Qw y
"Qw . Consideramos adecuado que si el estudiante desea ver esa maquina
miniatura para el resultado desmarque la opcion Operaciones de Funciones €
introduzca el producto de las dos expresiones en el campo de entrada rotulado
con QW .

La configuracion de maquinas de la figura 11 constituye la imagen portadora
de las operaciones suma (resta) y producto (division) de funciones para generar
el proceso de visualizacion matematica que debe realizar el estudiante. Hay que
tener en cuenta que el laboratorio requiere algun tipo expresién admisible por
GeoGebra en el campo de entrada de datos "Q , y si se desmarca el cuadradillo
Expresion, la maquina se queda sin referencia alguna a las expresiones
utilizadas. Esto permite que la maquina pueda ser considerada una imagen
portadora para cualquier funcién genérica.

ON

Grdfica Expresion

I— V f(x)= cos(x)

Punto en
1

!

OFF

Facultad

de Ciencias

gratica h 9!

[Opciones

'7 [Vl\‘lelafom IVFIIIIidI‘I

Grifica h

ds | Operadon —g— Pproducto h = f X g

1) =x cos(x)

cos (x)

Punto de la Recta Real

I;_ Variar xo,7x0=—10

Ancho
>

>~—

[_,‘M”"N“w o Operacones I__ h(x) = cos (x) (x

deFunciones

| |
\—10 TIU
f(=x) 9(z)
1 F
—0.84 -11
X

Figura 11: Configuracion metaférica para la funcion "Q"Q

Una de las utilidades que tiene el uso de los objetos maquina y operador, es que
permiten iniciar al estudiante, de una forma visual, al estudio de las
propiedades que cumplen las operaciones de funciones. Se puedan comprobar
en casos particulares, que no demostrar, las propiedades; asociativa, elemento
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neutro, elemento simétrico y conmutativa, tanto para la operacién suma como
para la operacion multiplicacion, y la propiedad distributiva del producto con
respecto a la suma de funciones.

Debido a que el nombre de cada maquina es fijo "Qw y "Qw, a la hora de
simular la propiedad conmutativa se requiere la permuta de las expresiones en
los campos de entrada "Qw y "Qw . Por ejemplo, con las funciones Q w

— vy Q®w & p,bastacargar los campos entrada 'Qw y "Q con las

expresiones de funciones Q y Q, y una vez realizada la simulacion, cargar
nuevamente los campos de entrada "Qw y "Q con las expresiones de
funciones "Q y "Q para volver a simular. Asi, se posibilita simular la propiedad
conmutativa. Otro ejemplo para simular la propiedad distributiva con las

funciones Q@ —, Qo ® p yQw W& Seintroducen las
funciones Qy Q Q en los campos 'Q® y "Q primero, y se introducen
las funciones QQ y QQ en campos 'Q® y "Q@ después.

Si el docente propone una actividad como las indicadas en el parrafo anterior,
entonces esta aportando una situacion didactica de ruptura con la tradicional
enumeracion de las expresiones simbolicas de esas propiedades que estan
presentes en los textos. Ademas, con estas actividades el estudiante forma es
parte activa de su aprendizaje, no s6lo por interactuar con el laboratorio, si no,
por tener que construir una tabla de valores de @ relacionados con valores
"Qw . Entendemos que la comprobacién de la igualdad de las tablas obtenidas
con las dos configuraciones metafdricas no constituye una demostracion de la
igualdad. Sin embargo, el estudiante adquiere la suficiente conviccion de su
verdad antes de afrontar el reto de la demostracién con funciones cualesquiera.

La operacion composicion puede facilmente simularse con las maquinas y no
se requiere de maqguina operador alguno. S6lo se necesita la adecuada
reorganizacion de maquinas. En la figura 12 se puede apreciar la organizacion
de méaquinas para simular a la funcion " "Q cuya expresion estd expresada en
el registro "Qw . Al estudiante se le presenta una imagen donde el nimero que
sale de la maquina "Centra en la tolva de la maquina "Q
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ON
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de Ciencias I_ |7 f(x)=| cos(x) pValiﬂ'np)(o:—lO
OFF Punto en
gaticah  90)=x-1 Ancho
[Opciones I_E] Operadén —@ Composicion b = g o f
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wimiento Operadones h(x) = cos (x 1 =cos(x 1 e
[ odmieno [y Orerdones [ hix) = cos (x) (x)

Figura 12: Organizacion de maquinas para la funcion "(& "Q

La simulacién de la propiedad asociativa de la composicién es analoga a la
indicada para el producto de funciones. El estudiante puede comprobar,
directamente, que la composicion de funciones no es conmutativa. Sin duda,
determinar experimentalmente la funcion elemento neutro y comprobar la
posible existencia de funcion inversa es una tarea muy interesante para que la
desarrolle el estudiante.

6. Reflexion final

Un concepto que tiene una naturaleza dindmica, como es el concepto de
funcidn, necesita una imagen intrinsecamente dindmica sobre la cual almacenar
la informacion matematica relativa al concepto.

Si a un concepto dinamico se le asocia una imagen es de naturaleza estatica,
como puede ser la gréfica de una funcion, el dinamismo del concepto se lo tiene
que dar el estudiante. Por ejemplo, en el caso de la funcion y su gréfica, el
estudiante puede suponer que realiza una reconstruccién punto a punto.
También, el estudiante podria interpretar la grafica como la trayectoria
marcada de una particula adimensional que se mueve en el plano dejando el
rastro (la gréafica). Este tipo de dinamizacién humana permite entender que el
concepto de funcidn tiene un pasado historico de maltiples interpretaciones, y
que realizar un estudio epistemoldgico de este concepto, como el que se
presenta en [29] o en [8], el conocimiento de sus génesis.

Si bien es muy importante el como ha sido entendido este concepto de funcion
en la historia, la realidad actual marca un concepto de funcion mas general que
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el de otra épocas. Las interpretaciones existentes en otros momentos dados,
estaban adecuadas a las funciones de interés de esas épocas. Esas funciones
constituyen un subconjunto de las actuales funciones para las cuales la
interpretacién sigue siendo vélida. Esto no invalida que actualmente podamos
utilizar los medios a nuestro alcance, como los ordenadores, para generar
nuevas interpretaciones adecuadas a todas las funciones de nuestra época. De
ahi, que el registro metaférico sea de gran utilidad, entendiendo por maquina
algo (ordenador, proceso, persona...) que al aportarle un nimero, nos devuelve
otro.
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