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Se presenta en este trabajo avancede una investigacion sobre el desarrollo del
pensamiento variacional en estudiantes de ingenieria durante su primer curso de célculo
mediantela integracion de diferentes herramientas digitetes particulay se muestra un
esfuerzo de adaptacion del marco teodrico presentado por Carlson y cols. (2002) y por
Thompson (1994)denominado Razonamiento Covariacional aplicado a la modelacion de
eventos dindmicos, con el fin dpie sea congruente con la visién cogua desarrollamos

esta investigacignse describen y ejemplifican las cinco grandes acciones mentales
constitutivas del razonamiento covariacional, a partir del estudio de actividades de vaciado
y llenado de recipientes, asi como de movimiento, en las ajlemas de las
representaciones tabular, gréfica, analitica y verbal, se incluye una quinta modalidad:
representacion digital.

1. INTRODUCCION.

La investigacion sobre la problemética del Célctdalizada en los dltimos afjdgene ya

importantes resultados, como kesidentificacion de sus principales sas(Artigue, 1995).

Sin embargppoco se ha logrado endalucionde esta problematica, a pesar de las muchas
investigaciones que se han realizado en torno a cada las difaultadesdetectadasEsto

nos lleva a plantear la siguiente pregunta: ¢Qué podemos concluir ante los resultados de
todas estas investigaciones¢ha respuesta categoérica nos la dan Imaz y Mof20b0)

cuando consignan | o que ellos perciben como
investigacionese curriculo actual es la fuente deloblema

Lo anterior implica la necesidad den replanteamiento de los objetivpsontenidosdel

curso de Caldo. ¢ Cémo hacerlo? ¢ En base a qué se tendrian que proponer cd&isties?
autoresproponenuna revision histérica de la evolan del curriculo del Célcujoellos
mismos realizarparcialmenteesta revisibny como uno de sus principalessultads
concluyan queel curriculo actual no responde a las necesidades u objetivos principales del
Célculo: el estudio de los fenbmenos de variagiémo que se oriental estudio de los
objetos matematicos pertenecientes al Andlisis Matemaidsandose en procedimies y
demostraciones rigurosas pda formalizaciorde dichos objetos matematicos.

Una observacion mas que podemos hacer a partir de esta diferenciacién entie yCalcul
Andlisis Matematico, es gqua mayoria de las investigaciones y esfuerzos por relducir
problematica en su aprendizaje, esidantados hacia los objetdsl Andlisis Matematico

Aun en la comunidad de Matemati€aucativa, pareciera que algunasvestigaciones
quieren entrar de lleno en el area del Calculo con una visién nueva sehr@at@dn, sin
embarggcreemos que no logralesprenderse del todo del Analislstematico.
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Esta nueva vision para el edini de la didactica del Célcula puesto especial interés en el
desarrollo de una nueva forma de pensami@hfmensamiento variaghal, quees también
el tema de estudio en la investigacién que tenemos en curso.

2. PENSAMIENTO VARIACIONAL.

La investigacionen MatematicaEducativa dentro de la linea del Célculba creado
diferentes conceptos, intimamente relacionados con el aprendizaje de la matematica del
cambio y la variacionéstosestan siendosados comberramientagn la implementacion

de reformas educativas y como herramietgasicas en diferentes ingtigacionesuno de

ellos el de pensamiento variacionalha tenido diferentesnterpretaciones y usosen
algunas investigaciones educativas

a) La matematica del camhisurgido en el seno del movimiento de reforma del
Célculo en EUA en los afios ochentas.

b) El concepto deCélculo cualitativg desarrollado en el seno del grupo de trabajo
liderado por Kaput para la organizacion TERC en Estados Unidos, y en el Centro de
Investigacion Shell en Inglaterra.

c) El concepto ddPensamiento variacionadesarrollado por \&co para la reforma
curricular de Colombia de finales de los noventas.

d) El concepto dePensamiento funcionafle Cuevas,Pluvinage y colaboradores.
Departamento de Matematica Educativli\\CESTAV.

e) El concepto dePensamiento y lenguaje variacionalesarrollado por Cantoral,
Farfan y su equipo de colaboradores, con influencia hacia algunos grupos
latinoamericanos. Departamento de Mateméatica Educatidy/ESTAV.

f) El concepto deazonamiento covariacionatlesarrollado por Carlson y Thompson.

Por sercongruente con nuestuésion sobre la ensefianza del Gdkcy para la realizacion

de nuestranvestigacion,hemos elegido el marco teérico presentado por Carlson y cols.
(2002) y por Thompson (1994Hdenominado Razonamiento Covariacional aplicado a la
modelacion de eventos dinamicos. En este enfoque, el razonamiento covariacional se
modela mediante la concatenacion de una serie de acciones mentales complejas, que
reflejan distintos niveles de desarrollo de dicha forma de pensamiento.

El enfoque nos hagpecido limitado por dos razones:

a) se centra solamente en el Célculo Diferencial, aunque recientemente sus autores han
hecho esfuerzos por ampliarlo al Calculo Integral (Thompson, 2013); vy,

b) No consideran todas las representaciones semioticas de las ideas fundamentales
constitutivas del pensamiento variacional y sus posibles interrelaciones.

En este trabajo se presenta nuestro esfuerzo de adaptacion del marco tedrico referido; se
describe y ejemplifican las cinco grandes acciones mentales constitutivas del
razonamiento covariacional, a partir del estudio de actividades de vaciado y llenado de
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recipientes, asi como de movimiento, en las que ademas de las representaciones tabular,
grafica,analitica y verbal, se incluye una quinta modalidadepresentacion digitdsta

consiste en el ultimo fotograma de un video digital de cada fenémeno, en el que se ha
hecho un trabajo de edicién denominado punteo, que consiste en insertar mara&ssen cie
lugares del fotograma (nivel de agua en el recipiente, borde del recipiente al nivel del agua,
posicion del objeto que se mueve) a intervalos regulares de tiempo.

3. MODELACION DEL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO VARIACIONAL
MEDIANTE ACCIONES MENTALES.

Este marco conceptual modela el desarrotd gensamieto covariacional por niveles
clasificandolo en cinco niveles que van desde el Nivel ings elementphasta el Nivel 5

(el mas desarrolladp y que quedan descritos por la manifestacion citos
comportamientos de analisis y sus razonamientos acerca de los fenébmenos o situaciones de
covariacion a la que son enfrentados los estudiantes, estos comportamientos corresponde
conlo que en este marco se llaazcion mentgltambién clasificadas enncio tipos (AM1

i AM5).

Cada acciéon mental ggiededescribir a través de la combinacion de las imagenes de
covariacion que el estudiante vaya formandde los razonamientos quexpreg durante

la actividad. Estos comportamientos reflejan o exteriorightipo de coordinacién que el
estudiante es capaz de hacer sobranlagnitudesvariables involucradas en el fenbmeno
y/o sobre su razén de cambio.

Es oportuno mencionar que la descripcion de cada nivel de razonamiento covariacional, no
es solo en funén de la accién mental asociada a ese nivel, sino a ésta y todas aquellas que
la precedenasi pues, para podabicar aun estudianten elnivel 4, tendra que mostrar
comportamientos quevidencien el dominide acciones mentales del tipo 1 hasta el4ipo
(AM1 1 AM4).

En los péarrafos que siguen procedemos a comentar brevemente la definicion de cada una de
las acciones mentales constitutivas del razonamiento covariacional, y a describirlas en el
caso concreto de las actividades sobre llenado/vaciadeaigeentes y de movimieniaue

se plantearan a los estudiantes.

ACCION MENTAL 1 ( AM1): Segln la definicion, la AM1 marca el inicio de las
habilidades en el razonamiento covariacional estudiantetiene que ser capaz de
coordinar los cambios de una variable con respecto de otra, a travéudeEesoque
inicia con laidentificacion de las diferentes magnitudeasvolucradas en efenOmeno
constantes, parametrosvariables continla conla identficacion de los tipos basicos de
variacion que presentan las magnitudes variables detegiatasylminarla accion con la
coordinaciénde las formas de relacionarse dichas magnituglesuna relacion de
dependencia
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Algunos de los comportamientos quemeden observan los estudianteslependiendo
del registro de representacion en gaenalice el fenbmeno, son los siguientes

a)

b)

En el uso del lenguaje: éste serd un tipo de compieméonque esperamos se

presenteen forma simultaneaen todos losregistros que consideraremos, ya que
con explicacioes verbales serd& como se puedaenciar la presencia de los

comportamientosesperadas Asi por ejemplp serd de forma verbal que el

estudiante enumere o sefiale todas las cualidades medibles del fen@oen

ejemplo etiempoy la altura del liquido en el recipiente.

En el video: Identificacion sual de magnitudes que cambiaa.@iede observar

un ejemplo de ellas en las siguientes imagenes de un fotograma del video referente
a recipientes, erl gue el estudiantpodra identificar magnitudegriablescomo

altura, volumen, &reas, radio, diametro, largo, segun la forma del recipiente. En el
caso del péndulale igual manera puede darse la identificacion de las magnitudes
que cambiancomo son las idtancias recorridas por el péndulo en las distintas
direcciones, horizontal, vertical o la distancia recorrsddre el arco que va
formando la trayectoria del mismo, incluyendo en todos estos casos la
identificacién de ejes de referencia paramadicion de estas magnitudes. Para
concretar la presencia de la AM1 se tendrgue manifestar ademas
comportamientos que muestren de qué forma se relacionan estas magnitudes
encontradgsejemplos de estas relaciones pudieran aarra-tiempo, volumen

altura, volumentiempo, arearadio, areatiempo, distanciiempo. Se debera
especificaren cada caso éu de las magnitudes se tratara como variable
independientgy por qué.

Figura 1. Imagen de video con ejemplos de las magnitudes que se jpeecien duranteel
fendmeno de llenado o vaciado del recipiente.
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c) En latablaEl proceso de punteo da como resultado una tabla de valores numéricos
de al menos tres columnas (tiempo, coordenad&oordenadaw). Entre los
comportamientos a observar se pueden encordafgunos movimientos o
seflalamientos sobre la tabla que measijue cada columna representa una
magnitud variable, definiendo asi también qué papel jugara cada variable (por lo
general se considera que los valores de la variable en la segunda columna
dependen de los valores de la que se encuentra en la primer columna).

a) Identificacion de dos
magnitudes variables: x;
b) Identificacion del cambio en
cada una de las magnitudes l,
variables: x, ¥

X
et YV

| 2.233328 «— [ —> 0.062613 |
v v C) Identificacion de
\i’ 5399986 | > 0-062162‘1’ independencia (x) /dependencia ()
| 8.566644 «— | > 0.062162 | o _
‘1’ v de las variables
| 11.733303« | > 0.061712 |

v
+ 14.899961¢ | > 0.061261 |
+ 18.06662 *~ | > 0.060811 |
v 21.233278* | > 0.06036

Figura2. Indicaciones sobre el registro tabular gwidencian la coordinacion de los cambios en
dos magnitudes variables.

d) En la grafica: Los comportamientos que muestrercdardinacionentre las
variables sera el establecimiento de los ejes coordenados (por lo gdural
sefialandajue si se da un cambio ém coordenadaw también se presentara un
cambio en el valode la coordenada Es importante el sefialamiento de cuél de las
coordenadas es vista como variable independiente.
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=2 (127.89%

Identiticacion de w
cambios en la N .

variable y

COORDINACION DE LOS CAMBIOS:
Se designa los ejes como un sistema de
wl 1 coordenadas. Los valores de la
magnitud y cambian conforme
" cambian los valores de la magnitud x

127.869667

] n a £l ] n Ll L] W ] ] 10

——— —_—

| Identificacion de cambios en la variable x

Identificacion de dos magnitudes j
variables: ejes x,

Figura3. Indicaciones sobre el registraéfico queevidenciarla coordinacion de los
cambios en dos magnitudes variables.

e) En la forma algebraica: Un comportamiento importante es la identificaclon de
papelque juega cada una de las variables involucragigsor qué se le daste
papel a cad una de ellas, obteniendxpresiones algebraicas donaes quien
determina Is valores dew pudiendo sefialar los posibles valores pard&or
mencionar algunos ejemplos tendremos:

MEDIDAS DEL RECIPIENTE2= 0.1280905 H= 0.084676833 R= 0.06416575

r = {0.062613, 0.062162, 0.062162, 0.061712, 0.061261, 0.060811, 0.0603¢
0.05991, 0.059459, 0.059009, 0.059009, 0.058559, 0.057658, 0.056757, 0.0563(
0.055405, 0.054955, 0.054505, 0.053604, 0.053153, 0.052252, 0.051802, 0.0509(
0.05, 0.049099, 0.048198,0.046847, 0.046396, 0.045495, 0.044595, 0.043694
0.042342, 0.041441, 0.04009, 0.038288, 0.035586, 0.033784, 0.030631, 0.02747
0.022973, 0.012162}

| — "Q Identifica quiénes juegan el papel de variableg, A

Figura4. Representacion algebraica de diferentes magnitudes, asi como de su
relacion dedependencia
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ACCION MENTAL 2 ( AM2): El avance que se da en esta accién mental, es el hecho de
que, ademas de identificar los cambios en las variables, también se coordina el sentido en el
que se da ese cambies decir, se identificara qu cambiar una de lagriables la otra
presenta ua disminucion o un aumento. Aqui es dosderequiere describir &ndémeno
COmo un conjunto sucesivo dstados que estan marcados o definidos por los valores
numeéricos que poseen lagwgnitudesvariables en cada uno de ellos. Para dar sentido y
direccith a los cambiogle las magnitudes variabldarante el transcurso del fenébmeno, se
comparan dos de sus diferentes estados, llamanesitdo inicialy estado final Con lo
anterior podemos decir que pagaidenciar AM2, exigiremosla identificacion del
comportamientovariacional general que estd presentando el fendmemecimiento,
decrecimiento. En los casos que estamos analizalodo comportangntos que se
presentaran en esaacion mental seran:

a) En el video: En el caso de el fendmeno de vaciqde cofiorme pasa el tiempo, la
altura y el volumen del fluiddisminuyen, por mencionar algunas. En el caso del
péndulo,la identificacion del sentido en el queonforme transcurre el tiempo,
cambiala distancia(horizontal o vertical)}con respecto al ejestablecido como
referencia,comportandose ésta en algunos momentos de manera creciente, y en
otros, de manera decreciente.

Figura 4. Sentido del cambio. Las fleche
discontinuas indican el sentido en el que se mu
el péndulo, las lineas continuas indican
comportamiento variacional de la distanc
(horizontal o vergal).

b) En la tablaUno delos comportamientos a observar en esta segunda accion mental
consiste ena identificacion dehecho deque conforme se avanzaacia abajen
los renglonede la tabla los valores de la primer columna siempre aumentan,
mientras qudos de lasegunda columna tienen un comportamiento ya sea creciente
(altura respecto al tiempo en el llenado de recipiente) o decreciente (volumen
respecto a la altura en el vaciado de iiecifg) segun sea el fendmeno observado,
pudiendo ser(como en el caso del péndulgue se identifique en una parte
decrecimiento y en otra crecimiento.
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t(s) x{(m)
r 3.033295 0.16406 N
3.083295 0.15703
3.133294 0.14297
3.183293 0.12422
3.233293 0.10078
3.283292 0.071875
3.333291 0.039063 L
3.383291 0.0070313 > 3
3.43329 -0.028125 S
3.48329 -0.061719 é’
3.533289 -0.09375
3.583288 -0.12109
3.633288 -0.14375
3.683287 -0.16172
3.733286 -0.175
3.783286 -0.18125 J
o 3.833285 -0.18047 —
5] 3.883285 -0.17578
S -< 3.933284 -0.16172
3.983283 -0.14375
4.033283 -0.12031
4.049949 -0.11172
4.066616 -0.10156
4.083282 -0.091406 L
4.133281 -0.060156 D
4.183281 -0.026563 -
4.199947 -0.014844
4.249947 0.019531
4.299946 0.052344
4.349945 0.082813
4.399945 0.11016
4.449944 0.13125
4.499943 0.14844
4.549943 0.15938
k 4.599942 0.16406 -

Figura5. Tabla correspondiente a la informacién generada duraatélgis del video,
relativa alpénduloen el transcurso de un perigddentificando elcomportamiento
variacional basico que presenta la distadcia

c) En la gréfica: Los comportamientesperadosen el ambito gifico, seran la
construccion o bosquejo dedficas donde muestrel sentdo del cambio en los
valores de las magnitudes variables involucradas.
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X
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-
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Figura 5. Gréfica donde se observa el sentido del cambio los valores de las
magnitudes variablasy 0 relacionadas con el movimiento del péndulo

d) En la forma algebraa: Se espera que se dé un comportamiento respecto a la

interpretacion a groso modo del efecto que provoca sobre la variable dependiente el
hecho de que se modifiquen (por lo general aumenten) los valores de la variable
independiente.

0w Y&
®» O Yo
Donde:

whd representanos valores de las magnitudes variables en el estado jnjcial
w hw representan los valores finales de dichas magnitudes variables.
Yax},cambio que tiene la magnitaa

Ycx,cambio que tiene la magnitaal

Si sehaceque el cambid/mseasiemprepositivo y constantese podrgprecisara
primer clasificacion detomportamiento variacionaiomando en cuent signo de
YouB

Y

Y&

o

Yw

ntC Crecimiento
nnC Decrecimiento

i€ No hay cambio.
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e) En el uso del lenguaje: Al igual que en la AM anterior, el uso de la verbalizacién
puede estar presente en cada uno de los comportamientesmasifiesterbajo
esta actividad mental, en donde serd por medio del lenguaje que se refuerce el
conocimientodel sentido en que se esta darelocambio de las magnitudes
variables Pueden existir verbalizaciones acerca del comportamiento de cada una de
las variables, por ejempldiLa vari able independiente
variable independiente siempre @ge entonces la variable dependiente siempre
di sminuyeo.

ACCION MENTAL 3 (AM3): Esta accién mentae enfoca enla cuantificacion del
cambio, de tal manera que se lleva a cabo la coordinacion de la cantidad de cambio en la
variable independiente, con la cantidad de cambio en la variable dependiente. Al igual que
en los casos anteriores, describimos a continuapidsibles comportamientos que
evidenciarian el dominio de esta accién mental.

a) En el video: Se utilizara para el reconocimiento de esta accion mental, el trabajo de
andlisis sobre el ultimo fotogranpanteadalel video EI comportamient@sperado
para recoacer el dominio de estaaccidbn mentalconsistirA encoordinar la
magnitud de separacion entre las marcas en el fotograma con la concieqcia de
dichas marcas fueron realizadas con la misma separaciéon tentpo@lalquiera
de los casos,serd fundamenth el enunciado del comp@amiento de esas
separacionesiest 8n cada vez mas juntaso - fest

Figura6. Imagen depunteo sobre un fotograma@pnde se observa la separacion de las marcas
tomadas a intervalos iguales de tiengpdos fendmenos de movimiento del péndulo y vaciado
de un recipiente.
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b) En la tabla: EI comportamientesperado consiste da coordinacién entre los
cambios que se dan s valores déa variable de la segunda columea relacbn
con los cambios ddos valores dda variable de la primera column&speramos
expresiones que relacionen la cantidad de cambiosevaloresde la variable de
la primera columna den renglon a otro, relacionandolo con la cantidad de cambio
obtenich en los mismos  renglones para los valores

c) de la segunda variable (columna). Al desarrollar esta AM, el estudmodda
considerar o sugerir cambios de igual magnipada los valoresle la variable
independiente sobre toda la tabla

4 X At Ax

3.033295 0.16406

3.083295| 0.15703 0.016667 -0.00313]

3.133294 0.14297 0.016666 -0.00469| H : S .

3.183293 0.12422] 0.016666 -0.00703] CamblOS Iguales dese relaClonan

3.233293 0.10078 0.016667 -0.0086 con cambios negativos cada v«

3.283292 0.071875 0.016666 -0.01015¢] N

3.333291 0.039063 0.016666 -0.010937 mayores (en Valor ,abSO|UtO) en

3.383291 0.0070313 0.016667, -0.0085937 (decrece cada vez @s)

3.43329 -0.028125 0.016666 -0.01015¢
3.48329 -0.061719 0.016667 -0.011719 . . X

3.533289 -0.09375 0.016667 -0.010156 Cambiosiguales de se relacionan

3.583288| -0.12109 0.016666 -0.00937 con Cambios negatiVOS Cada Ve

3.633288 -0.14375] 0.016667 -0.00625 .

3.683287 -0.16172] 0.016666 -0.00469) menores(en valor absolutogn a

3.733286 -0.175 0.016666 -0.00312 (decrece cada vez BT]OS

3.783286 -0.18125] 0.016667 -0.00078

3.833285 -0.18047| 0.016666 0.00078|~

3.883285 -0.17578 0.016667 0.00078|

3.933284 -0.16172 0.016667 0.00469 . . ‘ .

3.983283 -0.14375 0.016666 0.00703 Cambios iguales dese relacionan

4.033283 -0.12031 0.016667 0.0086| con Cambiospositivos cada vez

4.049949 -0.11172] 0.016666 0.00859 N

4.066616| -0.10156| 0.016667 0.010156| mayoresen @ (Crece Cada vez

4.083282 -0.091406§ 0.016666 0.010154| mas)

4.133281 -0.060156| 0.016666 0.010157

4.183281 -0.026563 0.016667 0.013281|J/

4.199947| -0.014844 0.016666 0.011719

4.249947 0.019531] 0.016667 0.0117185

4.299946| 0.052344 0.016666 0.011719 Cambios igua|es dase relacionan

4.349945 0.082813 0.016666 0.009375 . i

4.399945 0.11016 0.016667 0.00938 con Camblos‘pOSItlvos Cada vez

4.449944 0.13125 0.016666 0.00703 menoresen & (crece cada vez

4.499943 0.14844 0.016666 0.00547 menos)

4.549943 0.15938 0.016667 0.00391]

4.599942 0.16406 0.016666 O.OOO78J

Figura7.La coordinacién de los cambios en una tabla de valores numéricos.

d)

En la gréfica:El comportamiento esperado del alumno consiste en interpretar los
valores deYowcomo un conjunto de segmentos horizontales, uno por cada punto de
la gréfica, excepto el Gltimo, e interpretar los valore¥@&omo un conjunto de
segmentos verticales, también uno por cada punto de la gréfica, excepto el primero.
También se espera quasocie la direccion hacia arriba de estos segmentos
verticales con el crecimiento, y la direcciébn hacia abajo, con el decrecimiento.
Igualmente se espera que asocie el tamafio de estos segmentos con el
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comportamiento variacional acelerado (cada vez méaslgsdo desacelerado (cada
vez mas pequefos).

- K <
X = T .
Y < = &
- %A .
b SN L S
-
P 5
T T
L: > {.
< : -
% * Aq,ws 9
s . H
T & F :
= <
?5: X 05? f
“« 3 & :
%2 % L
%t ¥

Figura8. La coordinacién de los cambios absolutos en la gréfica.

e) En la forma algebraic&l comportamient@sperad@n esta situaciéoonsiste en la
cuantificaciondel cambio mediante procedimientafgebraicos, a partir d&a
expresion algebraica que relacionarfegnitudes variables

Yo oo Yo oo
Yo o Yo wo
Yo Yo

ACCION MENTAL 4 ( AM4): Es aqui en donde se presenta de una forma clara la
coordinacién entre losambios uniformes de la variable independiente con los cambios de

la variable dependiente, hablando claramente de la existencia de las razones de cambio
promedio para cada intervalo considerado. En los comportamientos esperados por parte del
estudiante eneste nivel, estd un analisis mas consciente de la razon de cambio,
considerando diferentes formas de obtenerla.

a) En el video: Continuando con el trabajo sobre el ultimo fotograma, los
comportamientos pataacer presente el dominio de eatzion mental sdaréan al
coordinar y relacionar la magnitud de separacion entre las marcasfotograma
punteadcen relacion a la magnitud del intervalo gme fuerorhechaqcada marca
para obtener el valor de la variable dependientehasea intervalos de igual
duracior). Dentro de la verbalizacién se podran enunciar para el caso de nuestros
fenomenos de estudio, la razon de cambio de la altura en el vaciado del recipiente
conforme pasan periodos de tiempo de la misma magnitud, o la razéon a la que
aumenta la supkcie del espejo del liquido conforme disminuye la altura en la
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misma cantidad cada vez, también la razén de cambio de la distancia hacia el eje de
referencia del péndulo.

b) En la tabla: En el desarrollo del razonamiento covariacional, en esta AM se tendra
qgue continuar el analisis, con la coordinacion del cociente de las diferencias de los
cambios absolutos, e interpretarlos cama razén de cambio promedio. Se podran
observar otros comportamientos como el agregar columnas a la tabla para incluir en
ellas las diferencias calculadag,establecer con mayor precision la relacién entre
ellas, es decir, la razén de cambio.

X y Ax Ay m=Ay/Ox

0.170 0.0302

0.164 0.0271 -0.006 -0.0031 | 0516666667 | o
0.141 00217 | 0023 | -0.0054 0234782609 %%
0.105 0.0124 -0.036 200093 0258333333 »E 3
0.054 0.00465 -0.051 | -0.00775 |0.152859961 §§
-0.001 0.00155 -0.055 -0.0031 |0.056286882 )
-0.056 0.00233 -0.055 000078 |-0.014175375 1 £
-0.106 0.00775 -0.050 0.00542 -0.107968127 >~§ ?
-0.144 0.014 -0.038 0.00625 |-0.164473684 gfg
-0.167 0.0202 -0.023 0.0062 |:0269565217 )  *

Figura 8. Representacion tabular de los valodeslas magnitudes variables, y de sus
cambios absolutade un recorridodel péndulo, con su tratamiento patdener laazon de
cambio promedio.

c) En la gréfica: En éste ambientd,estudiante debeiger capaz de formar rectas
secantes entre los puntos contiguos laegréfica, reforzando esta accion al
verbalizar sobre laetacion entre cada una de ellas con su pendiente como la razén
de cambio. También se espera que inicie con la identificacion de puntos
importantes de la grafica, como son los puntos extremos, de inflexion o
concavidades y su relacion con el comportamidettas pendientes.
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puntos de
inflexion

- Concavidad
i positiva

4
70 % S

]
]
: punto minimo

lecacccccac o

Figura9. Representacion grafica de los camiimemediq identificacién de concavidades
y puntos notables.

d) En la forma algebraica: La forma de coordinar el cambio entre las variables, sera
calculando su razon de cambio promediod Oen un intervaldomando en cuenta
un valor de interéso y el tipo de intervalo a considerar (hacia adelante, atras o
centrado). Un comportamiento importante en esta AM es que el estudiante
mediante el andlisis de los resultados de los difesecdéculos, determine que
existe una tendencia hacia walor numéricoespecifico si se van haciendo dichos
calculos con intervalos de menor magnitud.

oy y wy u ¥ y N y y
YOUS,/— YOU ——— You =

e) Enel uso del lenguaje: Se espera que el estudiaxpeese la relacion que existe
entre el valor numérico dda razén de cambio promedio y ebmportamiento
variacional de la magnitud variable:

La raz-n de cambi o p rleomagnidutvariabdesrecgdo si t i v a

=)}

AfLa raz-n de cambio promedi da nagnhituhegat.i
variable est8 decreciendobo

3t

La raz-n de <cambi o p rleo megrtudovarigoke noc e r o,
ambi ao.

(@]

120 RecCalc. Ao 5. Vol.5. Septiembre 2088ptiembre 2014. http://mattec.matedu.cinvestav.mx/el_calculo/



Lorena Inés Ramos Marquez, José Ramén Jiménez Rodriguez

ELEMENTOS TEORICOS PARA ANALIZAR EL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO

VARIACIONAL EN EL ESTUDIANTE

ACCION MENTAL 5 ( AM5): Esta actividad mental es alcanzau@ndo se logra pasar

de la coordinacion de la razon de cambio promedio a la razon de cambio instantanea para
el continuo de instantes del fendmeno observado. Los comportamientos que se deben
observar mostraran una clara conciencia de lguezén de caimo instantanea dara
informacion clara del comportamiento del fenémeno.

a)

b)

En el video: Este tipo de AM ya no se podré identificar en el video o en alguno de
sus fotogramas, ya que no es cuestion visual la identificacion de la razén
instantanea de camb(&s una abstraccion).

En la tabla: El trabajo en tablas puede aproximarnos a una razén de cambio
instantanea, cuando surge en el estudiante la inquietud de ver lo que sucede si se
trabaja con intervalos mas pequefios cada vez, sin embargo no se podradoabaj
intervalos mas pequefios ya que no tendriamos de donde obtener informacion, y se
tendra que pasar a algun otro registro para continuar el analisis. EI comportamiento
importante serd entonces que el estudiante realice ese paso hacia otro registro y
continte con el objetivo de llegar a la razén de cambio instantanea.

En la grafica: Son deseables comportamientos que indiquen que el estudiante
identifica propiedades importantes de la grafica, relacionandolos con el
comportamiento variable de la razorstemtanea de cambio, como son puntos
extremos, de inflexion, o concavidades. Este comportamiento puede de nueva
cuenta necesitar de la verbalizacién para poder clarificar si las imagenes que el
estudiante desarroll6 corresponden a esta accion mental.

Figural0. Representacion grafica de los cambios, en donde se manifiesta la relacion de las
variables como la razdte cambio instantanea
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