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PRO~MOVIENDO EL PENSAMIENTO FUNCIONAL EN LA
ENSENANZA DEL CALCULO: UN EXPERIMENTO CON EL USO DE
TECNOLOGIAS DIGITALES Y SUS RESULTADOS

Abstract. Promoting functional thinking in teaching calculus: An experiment with the
use of digital technology and its results. This article presents a teaching experience in a
first calculus course at college level, founded on the idea of promoting functional thinking
to understand the basic concepts of calculus. The experiment was conducted with freshmen,
given the serious deficiencies in algebraic and functional concepts. We apply a
methodological approach using digital technologies in two types of activities, which are
reproducible: Introducing concepts through interactive educational scenarios (IES), which
simulate real situations proposed to students, and using the tutorial system CalcVisual. In
this experiment, unlike remedial courses, functional thinking is not seen as a prerequisite
but as a proper object of the course. Analyzing the results, we note in particular a
significant reduction in initial prerequisite deficiencies and progress in functional thinking.

Résumé. Promouvoir la pensée fonctionnelle dans I’enseignement de I’analyse : une
expérimentation avec usage des technologies informatiques et ses résultats. Cet article
présente une expérience d’enseignement dans un premier cours d’analyse a 1’université,
fondée sur I’idée de promouvoir une pensée fonctionnelle pour comprendre les notions de
base de I’analyse. L'expérience a été menée avec des étudiants de premiére année, au vu de
graves lacunes initiales dans les concepts algébriques et fonctionnels. Nous appliquons une
approche méthodologique utilisant les technologies numériques dans deux types d'activités
qui sont reproductibles : I’introduction de concepts a travers des scénarios éducatifs
interactifs (SEI) qui simulent des situations réelles traitées, et I’utilisation du systéme
tutoriel CalcVisual. Dans cette expérience, a la différence de cours de rattrapage, la pensée
fonctionnelle n'est pas considérée comme un préalable, mais comme un objectif de la
formation. Dans l'analyse des résultats, nous notons en particulier une réduction
significative des manques initiaux de prérequis et des progres dans la pensée fonctionnelle.
Mots-clés. Calcul différentiel, Pensée fonctionnelle, Simulation, Systéme tutoriel.

Resumen. Este articulo presenta una experiencia de ensefianza para un primer curso de
calculo diferencial en la universidad, fundamentada en la idea de promover un pensamiento
funcional para la comprension de los conceptos del calculo. La experiencia fue realizada
con estudiantes de primer ingreso, al detectar graves deficiencias en conceptos algebraicos
y funcionales. Aplicamos una propuesta didactica utilizando las tecnologias digitales en dos
tipos de actividades reproducibles: introduccion de conceptos mediante escenarios
didacticos interactivos computacionales (EDIC), que simulan situaciones reales dirigidas, y
el uso del sistema tutorial CalcVisual. En esta experiencia, a diferencia de los cursos
remediales, el pensamiento funcional no se contempla como un prerrequisito sino como un
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objeto propio del curso. Analizando los resultados obtenidos, observamos en particular una
reduccion notable de las deficiencias de prerrequisitos iniciales y un avance en el
pensamiento funcional.

Palabras clave. Calculo diferencial, pensamiento funcional, simulaciones, sistema tutorial.

1. Introducciéon: Problemas de formacién matematica al inicio del
nivel superior en las carreras de ingenieria

La matematica resulta ser una materia indispensable en la formacion profesional a
nivel superior en carreras del area tecnoldgica, y también en las areas econdmico
administrativas. Si se analizan los campos laborales de los egresados de carreras en
estas areas tanto en finanzas como en computo, los problemas de optimizaciéon y
los problemas de prevision son vitales. Por lo que en todas estas carreras, no cabe
duda de que se debe ensefiar el calculo. Trabajos como los de Kent & Noss (2002)
y Dorier (2010) precisan por qué y como el célculo tiene un sitio en el quehacer
profesional de diversas ramas de la vida laboral. Por otro lado, desde un punto de
vista mas general, algo imprescindible en la formacion profesional de un niimero
cada vez mayor de ramas es el empleo de la tecnologia, en particular de los
programas de computacion. El manejo de manipuladores simbolicos, hojas de
calculo, graficadores o procesadores de texto es un requisito de un sinniimero de
actividades profesionales. En el caso de las matemadticas, el computo sirve de
apoyo a la exploracion de conceptos matematicos, su visualizacion y la
experimentacion con las mismas (e. g. Monzoy 2002). Sin embargo, los desarrollos
de material didactico no siempre se presentan acompafiados de su implementacion
en el aula y su validacion; por ello, una propuesta que logre equilibrar ambos
aspectos sera de suma importancia para la comunidad de matematica educativa.

En nuestro caso, en el Centro Universitario Valle de Chalco, entidad
desconcentrada de la Universidad Autonoma del Estado de México (UAEMex),
desde hace 10 afios se lleva un proyecto para mejorar los resultados en la
enseflanza y aprendizaje del primer curso de calculo, conjuntamente con
investigaciones del Departamento de Matematica Educativa del Centro de
Investigacion y Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional (Cinvestav-
IPN) (e. g. Martinez 2005; Cuevas, Moreno & Pluvinage 2005). Diversos son los
factores por los cuales esta universidad ha tenido poco éxito con sus alumnos de
nuevo ingreso en los cursos de calculo, aunque lamentablemente es un resultado
frecuente en gran parte de las universidades en México. Las deficiencias mas
notables observadas son: graves carencias de prerrequisitos algebraicos, programas
de estudio obsoletos, uso inadecuado de la tecnologia, etc. (véanse ANUIES 2006
y el sitio en linea de ANUIES <http://www.anuies.mx/>). Una conclusion
importante en estos estudios es la necesidad de manejar conceptos de pre-calculo
para una adecuada comprension del céalculo a nivel superior. Pero eso no significa
la necesidad de cursos remediales. La experiencia que presentamos se desarrollo a
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lo largo de un semestre universitario donde obtuvimos una promocion en la
comprension de los conceptos del calculo y un considerable avance a solventar las
deficiencias de pre-calculo detectadas. Sin embargo, en este articulo soélo
presentaremos el avance logrado en una mejor comprension del concepto de
funcion real de variable real, mediante la aplicacion de experiencias didacticas
mediadas por las tecnologias digitales. Destacamos este avance por dos razones:
una es por considerarlo imprescindible para abordar los diversos conceptos del
célculo, y una segunda es porque dar cuenta de todos los resultados generaria un
documento mas extenso de lo recomendable para un articulo. Uno de los
principales factores para lograr la adquisicion del concepto de funcion real fue la
promocioén, al inicio del curso, de un pensamiento que caracterizamos como
funcional y cuya descripcion presentaremos mas adelante.

Un elemento a considerar en esta experiencia es que los alumnos poseen una
formacion académica sumamente heterogénea, dado que provienen de planes de
estudio diferentes y con un manejo de competencias diferentes. Incluso pueden
haber cursado o no un curso de célculo en el nivel medio superior. Otro importante
elemento es el factor economico, puesto que gran parte de los estudiantes tienen la
necesidad de conseguir un trabajo ajeno a sus estudios, dado que la situacion
econdmica de la region donde se aplico la experiencia es precaria, lo que obliga en
su mayoria a concentrar estudiantes de medio tiempo en la institucion. Bajo estas
premisas, el reto fue ;Como estructurar un curso de célculo que permita a un
alumno de primer afio universitario adquirir las competencias necesarias de
acuerdo a lo que establece el plan de estudios?

Antecedentes

Al ser las funciones el modelo matematico por excelencia de casi cualquier ciencia,
el calculo diferencial e integral constituye materia obligada en los planes de estudio
de las carreras de ingenieria, ciencias e incluso en carreras del area de ciencias
sociales. Frente a las dificultades observadas y sefialadas por investigadores desde
hace varios afios, diversos intentos se realizaron en muchos paises para mejorar los
resultados de la ensefianza del calculo. Por ejemplo, se llevd a cabo durante los
anos noventa en los Estados Unidos una reforma del curso llamado Calculus 101,
pero el analisis de los efectos no reveld resultados convincentes (Darken, Wynegar
& Kuhn, 2000). El primer afio del nivel superior se considera en muchos sistemas
de formaciéon un afio propedéutico, debido a las graves carencias académicas
observadas, y consecuentemente con frecuencia se proponen cursos remediales, es
decir cursos dirigidos a estudiantes que presentan deficiencias sobre los
prerrequisitos del calculo. Se supone que al cursarlos permitiran estudiar la materia
exitosamente. Sin embargo, este supuesto presenta la paradoja de que en los cursos
remediales se repite el mismo discurso escolar que no habia sido exitoso en
términos de aprendizaje (e.g. Hardy & Sierpinska, 2012), en un tiempo mas breve.
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En consecuencia y debido al hecho de que las mismas causas producen los mismos
efectos, por lo general la eficacia de los cursos remediales resulta muy limitada
(e.g. Calcagno & Long, 2008).

En el caso especifico de México, otro de los problemas detectados proviene de la
vinculacion entre los programas y los libros de texto, sea que los programas de
estudio se apegan a textos usuales de calculo (Leithold, 1994; Steward, 2010;
Swokowsky, 1988) o que los textos se desarrollan apegados a estos programas de
estudio. Esto conlleva al problema que los programas de estudio de calculo no han
sufrido cambios importantes en al menos 30 afios y consecuentemente no han
permeado, en los mismos, las multiples investigaciones que recomiendan una
ensefianza a base de problemas y el estudio de casos realisticos. Por esta razoén, la
mayoria de los libros de textos, continflan mostrando la tradicional organizacion de
contenidos del calculo diferencial, es decir: nimeros reales, funciones (reales de
una variable real), limites (de sucesiones y de funciones), derivada, aplicaciones de
la derivada. Este orden de presentacion, que por lo esencial es inverso al desarrollo
historico del calculo (Grabiner, 1983), no facilita la postura del docente aislado que
busca proporcionar a sus estudiantes una formacion mas eficiente, pero obligado a
usar un libro con esta organizacion. Por esta razén, nos avocamos a elaborar para
un primer curso de calculo diferencial un material didactico que se pueda aplicar de
manera auténoma, en vez de usar un libro de texto. El contenido conceptual global
de nuestro curso es igual de lo tradicional, pero su organizacion es diferente: se
estudian funciones particulares (en el inicio del curso se estudian polinomios)
dentro de un marco de modelaciéon y simulacion, se consideran sus funciones
derivadas a partir de una aproximacion de tipo f(x+h) — f(x) = hP¢(h) (véase Andreu
& Riestra, 2007, p. 177), antes de estudiar los conceptos generales de funcién real
de variable real, la derivada y los teoremas de derivacion, y los nimeros reales.
Inspirandonos en el espectro de representaciones de Tall (1997, Figura 4 p. 295),
proponemos en nuestra presentacion:
- actividades guiadas con escenarios virtuales que proponen proyectos de accion
concreta,
- actividades autonomas en grupos, con CalcVisual (software tutorial didactico)
- tareas para el trabajo personal o en grupos de dos o tres.

Ya habiamos puesto parcialmente a prueba tal material didactico en experimentos
previos sobre proyectos de accion concretos, publicados en articulos anteriores
(Cuevas & Pluvinage, 2003, y Cuevas, Moreno y Pluvinage, 2005). Nos quedaba
por desarrollar y analizar un experimento mas extenso, y este es el propdsito en el
presente articulo.

Nuestra tesis cognitiva: existencia de un estrato funcional

Segun Imaz & Moreno (2010), las dos ideas fundamentales del calculo son la
variacion y la acumulacion. En el estudio que presentamos aqui, sélo aparece la
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variacion, pero acompafiada de la idea fundamental de que el tratamiento de
variaciones ya introduce algo nuevo con respecto al algebra conocida de los
estudiantes. En efecto el algebra la ven como la resolucion de ecuaciones o
sistemas. En el estudio de variaciones se introducen operaciones que usan
diferentes valores de una variable, lo que difiere de la resolucion de ecuaciones o
sistemas estudiados por los estudiantes a nivel medio superior. Nuestra tesis del
punto de vista cognitivo es que el manejo de algebra no es suficiente: La
introduccién de los conceptos del céalculo supone la adquisicion de una nueva
forma de pensamiento v de un lenguaje, que introducen novedades con respecto al
algebra. Se puede acertar que, para aprender calculo, el estudiante debe entrar en
un nuevo estrato distinto del estrato algebraico: el estrato funcional (Adjiage &
Pluvinage, 2008, y Adjiage & Pluvinage, 2012). Por ejemplo, para adquirir el
procept de funcion (Gray & Tall, 1994) que combina proceso y concepto, el
estudiante debe aprender un lenguaje especifico, en el que se expresan operaciones
como la composicion o la inversion de funciones. Podemos darnos cuenta de que la
lectura usual en la lengua hablada de las expresiones a(b+c) y de f(x+y) es
diferente: “a [multiplicado] por b mas ¢” en el primer caso, “f de x mas y” en el
segundo caso.

Otro ejemplo sencillo puede ilustrar la diferencia de lenguaje entre el estrato
funcional y el algebra: Para obtener la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos
del plano cartesiano, sean M;(X;, V1) ¥ Ma(Xz, ¥»), uno puede referirse a un
pensamiento algebraico. Este le conduce a escribir el sistema de dos ecuaciones
con las dos incognitas a y b:

yi=ax;+b

y2=ax;+b

Luego elimina b al restar la segunda ecuacion de la primera y calcula a, de donde
obtiene b. Pero en un pensamiento funcional, introducira un punto variable M(X, y)

A
y considerara que la razon de cambio Ey se aplica tanto a la pareja M; y M como a

y_yl yz_y1‘

la pareja M,y M,. Asi obtendra directamente la ecuacion: =
X=X X, — X
1

2 1

Un contraste entre tratamientos algebraicos y funcionales hasta se presenta con
software y no solo en el pensamiento de estudiantes. En Adjiage & Pluvinage
(2012, § 4.4) se ensefia el ejemplo de la resolucion con DERIVE de la ecuacion

XV x> —1=0. El comando SOLVE(x'V(x"2 — 1), x, Real), que se introduce para
resolver esta ecuacion en el campo de los nimeros reales, proporciona tres

soluciones que son -1, 0 y 1, a pesar de que la raiz cuadrada no tiene sentido en X =
0. En este caso, hace falta considerar el dominio de la funcidon, ademas del
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resultado algebraico general de que un producto es nulo cuando uno de sus factores
es nulo.

Son estos tipos de consideraciones (aspecto “pensamiento”) y procedimientos
(aspecto “expresion”) que queremos favorecer durante el curso de calculo y que, en
nuestra hipdtesis de trabajo, son mas importantes que los conocimientos
considerados en varios estudios como los prerrequisitos del calculo.

Marco teorico de la experimentacion desde un enfoque socio-epistemologico

El célculo diferencial e integral es un estudio de las funciones, por ende la
ensefianza del mismo tiene como proposito mostrar propiedades importantes de las
funciones. Varios articulos reportan la enorme complejidad del concepto de
funcién (Slavit, 1997; Bloch, 2003; Pluvinage & Cuevas, 2006). Las funciones, al
modelar desde su aparicion diversos fenémenos fisicos y sociales, tienen que ver
con el estudio de ciencias ajenas a la matematica misma, por lo que su desarrollo a
partir de nociones vagas e inexactas ha sido gradual (Monna, 1973), e incluso
Kleiner (1989) afirma que éste continta en evolucion. El concepto de funcidn se ha
ido reformulando en el tiempo (Riiting, 1984), lo cual ha provocado hasta agrias
discusiones entre matematicos ilustres. Dos son las mas notables que se conocen
como “la controversia de la cuerda vibrante” y la “controversia alrededor de 1900”
(Monna, 1973; Youschkevitch, 1976; Kleiner, 1989). En consecuencia, ademas de
la tesis sobre la necesidad de “entrar” en un nuevo estrato de pensamiento y
expresion, presentada en el parrafo anterior, consideramos importantes actividades
de modelacion y de simulaciéon en las que los fendmenos que acabamos de
mencionar tengan un lugar en el quehacer estudiantil.

Por otra parte, visualizar a las nuevas tecnologias como parte de los procesos de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas es algo incuestionable, puesto que los
cambios que las tecnologias producen en la ensefianza de la matematica son tanto
en forma como en el contenido (Drijvers 2003; Niss 2003; Stroup 2002; Thurston
1994). Dentro de las recomendaciones del NCTM de USA, expresadas en la pagina
Internet titulada The Technology Principle, se encuentra:
Technology is essential in teaching and learning mathematics; it influences the
mathematics that is taught and enhances students' learning... Students can
learn more mathematics more deeply with the appropriate and responsible use
of technology. They can make and test conjectures. They can work at higher
levels of generalization or abstraction ... Students with physical challenges can
become much more engaged in mathematics using special technologies.
Technology cannot replace the mathematics teacher, nor can it be used as a
replacement for basic understandings and intuitions. The teacher must make
prudent decisions about when and how to use technology and should ensure
that the technology is enhancing students' mathematical thinking (NCTM
2011).
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El empleo de las nuevas tecnologias es una opcion que facilita la aplicacion de
propuestas didacticas, por ejemplo: conversion entre diversos registros de
representacion semiotica, actividades para introducir los conceptos matematicos
mediante simulaciones con un acercamiento al desarrollo historico de los mismos,
apoyo experimental a estudios matematicos, etc. Sin embargo, cabe advertir que sin
un cuidadoso disefio didactico, tomando en cuenta el proceso de génesis
instrumental, el empleo de las nuevas tecnologias puede traer mas inconvenientes
que ventajas; ademds se trata de aprender una matematica cuyos resultados sean
pensados independientemente de las herramientas y superar una visién ingenua de
la tecnologia como remedio a las dificultades de la ensefianza (Artigue 2002).

En efecto, el impresionante desarrollo tecnolégico con el advenimiento de
programas de computo con capacidad de manipulacion simbolica, de graficacion y
simulacion pone en duda muchas de las practicas docentes en los cursos de
matematicas (Artigue 2002; Ruthven & Hennessy 2002). Asi por ejemplo, dentro
del software con distribucion comercial y distribucion libre, es posible realizar
muchas de las tareas usuales de un primer curso de calculo como derivar e integrar,
numérica y simbolicamente (Asiala et al. 1997; Simmt 1997). Esto cuestiona el rol
del alumno cuando se limita a realizar la parte operativa del curso y genera
conductas negativas y de desconcierto por parte del docente que, en muchos casos,
no considera las herramientas computacionales como un recurso positivo, y hasta
prohibe el uso de calculadoras y computadoras en sus cursos.

En paralelo a este uso dubitativo de la tecnologia que se refleja en los estandares
del NCTM, y que resume Artigue (2002), se ha desarrollado una corriente de
investigacion, en los ultimos afios, en donde se hace una reflexion critica alrededor
de la utilidad que representan las nuevas tecnologias en la ensefianza de las
matematicas y el cambio de roles (Lagrange 2005). Esta problematica conduce a un
primer cuestionamiento didactico: ;Coémo introducir la tecnologia, de manera que
promueva una mejor comprension de los conceptos matematicos en el estudiante,
sin desestimar su destreza operativa?

En nuestro experimento, proponemos usar las nuevas tecnologias en un primer
curso de calculo diferencial, para introducir el pensamiento funcional bajo los
siguientes principios:

* Establecer la relacion funcional mediante el planteamiento de un proyecto de
accion concreto (Aebli, 1995).

* Instrumentar actividades para promover la comprension de los conceptos basicos,
bajo los principios didacticos enunciados en Cuevas-Pluvinage (2003).

Para realizar lo anterior, hemos utilizado fundamentalmente dos tipos de programas
computacionales. El primero es un escenario didactico interactivo virtual, con el
cual, mediante la simulacién de un fenémeno natural, se introduce un concepto
matematico. De esta forma el concepto resulta ser una necesidad para resolver
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problemas. El segundo tipo de programa es el sistema CalcVisual (Cuevas y Mejia,
2003), un sistema tutorial completamente interactivo, con el que el profesor puede
compartir el desarrollo del curso, al definir lo que los estudiantes pudieran realizar
en forma independiente del profesor.

2. Panorama de la experimentacion

El experimento consta de tres etapas. En una primera etapa se aplica un
cuestionario diagnoéstico (pre-test) a todos los alumnos que cursan la materia de
Célculo Diferencial e Integral, es decir los alumnos de nuevo ingreso de las
carreras de Informatica Administrativa (LIA) e Ingenieria en Computacion (ICO)
del Centro Universitario UAEM Valle de Chalco, aproximadamente 150 alumnos.
En una segunda etapa se establece el nivel de inicio del curso y se trabajan
Escenarios Didacticos Interactivos Computacionales (EDIC) para explorar los
conceptos de variable y relacion funcional. Finalmente, en la tercera etapa se utiliza
el software CalcVisual para trabajar con polinomios que modelan problemas reales.
Enseguida se describen a detalle cada una de las etapas.

Los grupos de primer afio estan constituidos de 30 a 45 personas provenientes de
diversas opciones de bachillerato (técnico y general de la zona), donde sélo el 30%
de la carrera de LIA e ICO tomo un curso de calculo previamente. En entrevistas
realizadas, detectamos que cada grupo era heterogéneo, ya que se encontraban
personas que han llevado un estudio continuo desde secundaria, y otros que han
dejado de estudiar cierto tiempo y retoman su preparacion profesional. De la
misma manera estan en un sector los alumnos que trabajan y estudian, mientras que
otro sector corresponde sé6lo a estudiantes de tiempo completo. En las entrevistas,
detectamos que la dedicacion fuera del aula para la materia de calculo diferencial e
integral es variable, con un maximo de dos horas al dia.

Una consecuencia de esta problematica es que el manejo, por parte de los alumnos,
de los contenidos propios de la materia es difuso. Para identificar posibles
deficiencias en prerrequisitos del calculo diferencial hemos elaborado el pre-test
presentado en el Anexo 1. El instrumento ha sufrido modificaciones después de
cada aplicacion, con la intencion de que refleje deficiencias que puedan
obstaculizar el aprendizaje de los conceptos del calculo.

En el pre-test, no pretendemos cubrir todos los prerrequisitos para un curso de
calculo que aparecen en los programas de estudio oficiales. Por ejemplo, el test no
contiene temas de geometria o de trigonometria, tampoco propone considerar co-
variaciones. Lo que nos importa es el nivel de competencia de los alumnos en los
prerrequisitos en el sentido de los estratos de competencia que hemos sefialado:
Aritmética (suma y resta de nimeros enteros y sobre todo fraccionarios), algebra
(suma de fracciones con incognitas, solucion de ecuaciones de primero y segundo
grado), funciones (evaluacién numérica y literal, raices y dominio), entre otras. Los
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resultados de la aplicacion (véase § 4) muestran una clara deficiencia en estos
prerrequisitos: Ausencia del manejo elemental de operaciones basicas de aritmética
con numeros reales, adquisicion dudosa de los fundamentos de algebra,
imprecision para definir y evaluar funciones, y el comun desconocimiento de la
parte operativa de los conceptos propios de calculo como raices. La evaluacion se
realiza en red en la sala de computo haciendo uso del pre-test en linea, y los
resultados se depositan en una base de datos expresamente creada para un
procesamiento mas rapido de la informacién, en especial para la comparacion con
los resultados finales. El test de opcion multiple presenta las opciones de respuesta
acordes a los errores que los estudiantes cometen de manera frecuente y que ha
sido documentado a lo largo de los ultimos afios. Cuenta ademds con una opcion
adicional para darles libertad de encontrar otra solucion a las preguntas, y en
algunos casos es esta opcion la correcta.

El entorno de aprendizaje

Posterior al test se desarrolla el curso de célculo mediante el uso del escenario
didactico interactivo computacional, que consta de: Applets, cuestionarios,
ejercicios, practicas, etc. La elaboracion de este material digital correspondi6 a la
experiencia de un grupo de investigadores del Departamento de Matematica
Educativa del Cinvestav, para dar respuesta a la necesidad de cubrir los
prerrequisitos sin detrimento de los contenidos del curso de calculo diferencial y
enfocarse a explorar los conceptos propios del calculo.

Para introducir el concepto de funcion el escenario proporciona un acercamiento
con la modelacion de una situacion real, el manejo de poleas (Figura 1), a través de
tres modelos: 1) Polea introductoria que busca que el alumno delimite los
conceptos de variable, variable independiente, variable dependiente y parametro; 2)
Polea simple, donde se establece una relacion funcional lineal, y los estudiantes
inician en el manejo de tablas, evaluaciones numéricas de la funcion y su grafica;
3) Polea compuesta, que establece una relaciéon funcional cuadratica, y los
estudiantes exploran los conceptos de dominio, rango, raices y aplican lo trabajado
en la polea anterior. Al igual que el pre-test, el escenario didactico virtual ha
sufrido cambios a lo largo de cada experimentacion, con la idea de facilitar la
comprension de la situacion estudiada (por ejemplo no se veian burrito y cubo en
las primeras representaciones de polea) y de aumentar el control de los estudiantes
sobre los resultados (introduccion por ejemplo de los valores numéricos al lado de
representaciones graficas).

Asi finalmente el concepto de funcion estudiado por el alumno va mas alla de su
definicion algebraica tradicional y se evita en cierta forma que los prerrequisitos
sean un obstaculo para iniciar el estudio de los conceptos propios del calculo. Los
materiales son elaborados en diversos lenguajes de programacion (Java, Flash,
Cabri, Geogebra, etc.) y puestos en un servidor local para su uso y seguimiento.
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Enseguida se contina con los contenidos cldsicos del temario de calculo
diferencial mediante la incorporacion de CalcVisual y un Applet de Globo. Este
ultimo permite presentar una situacion real que busca que los estudiantes la tratan
utilizando como herramientas el curso de calculo diferencial. En cuanto a
CalcVisual (véase la figura 2), este sistema permite abordar los conceptos de
raices, signo, paridad, limites, derivada, puntos criticos y demas, mediante sesiones
tutoriales.

Seallonkey

| Longitud del cable: 3017 il pﬂ‘
Longitud PM: [ 225 em

l Longitud NP: ol
& G-Poleas | Lecciones interactivas para el aprendizaje de funciones...

Centro Universitario UAEM Valle de Chalco
Universida Autonoma del Estado de Méwico

Figura 1. Simulacion (aun no perfecta) del funcionamiento de una polea
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Cada concepto (raices, variaciones, puntos criticos,...) se ilustra en CalcVisual con
el objetivo de aportar elementos para analizar y construir la grafica de un
polinomio. El sistema funciona como un ayudante del profesor, que ejercita con los
alumnos, en presencia o ausencia del profesor, indicando los errores y aciertos del
estudiante. Ademas CalcVisual genera aleatoriamente una gran variedad de
ejercicios. Este sistema viene acompafiado de un libro (Cuevas & Mejia, 2003) que
sirve de guia para su uso y propone ejercicios de retroalimentacion para el usuario.

Cohabitacion de ensefianza experimental y evaluacion tradicional

La manera de evaluar el curso debia respetar los lineamientos oficiales que son:

- dos examenes parciales,

- registro de tareas (ejercicios e investigaciones),

- practicas en software (en nuestro caso CalcVisual),

- problemas de aplicacion (relacionados con la especialidad de los estudiantes).
Para evaluar el nivel de avance del alumno hemos propuesto un primer examen
parcial que cubre ciertos aspectos del concepto de funcion. Esto permite
correlacionar (véase tabla 1) las limitantes en prerrequisitos, detectas en el pre-test,
con el tema de funcion mediante una correspondencia en el manejo de las
habilidades operativas de conceptos en ambos instrumentos (pre-test y el segundo
examen). El segundo examen parcial cubre la parte medular del curso, abarcando
los conceptos importantes del calculo en su aplicacion para funciones algebraicas;
ademas al término del curso se aplica nuevamente el pre-test diagnostico para
observar hasta que punto se pueden superar las dificultades iniciales sin que ellas
sean el proposito de una ensefianza especifica (véase tabla 2).

El lector se puede dar cuenta de que las pruebas que presentamos en los anexos 1y
2 tienen un caracter muy tradicional. En aplicaciones ulteriores, se podran
remplazar estas pruebas por otras, mas relacionadas con la ensefianza propuesta,
pero en este experimento que se puede considerar como piloto, intentamos mostrar
que la adquisicion de lo operativo no necesariamente resulta de la repeticion de
pruebas similares. En efecto la ensefianza aplicada no es la tradicional. El registro
de tareas permite que los alumnos ejerciten con los problemas presentados en el
libro y algunos otros que deja el profesor. Las practicas se realizan con el apoyo de
CalcVisual. Finalmente los problemas de aplicacion se presentan al introducir un
concepto, y nos después de su definiciéon como es el caso en la forma tradicional de
ensefianza. La clase de calculo comprende cuatro horas por semana, de ellas dos
son en laboratorio de computo para el trabajo con los escenarios didacticos y el
sistema, y dos en un salon de clase con implementos usuales (pizarron y
posibilidad de proyectar desde una computadora). Hay un profesor responsable del
curso, lo que garantiza la coordinacion de todas las actividades.

Los problemas de aplicacion para LIA, son de corte administrativo (v. gr.
problemas de costo e ingreso), y para ICO son de ingenieria y fisica (v. gr.
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Célculos de superficies y volimenes maximos, velocidades, etc.). Monitoreando el
uso de estos modelos matematicos se logra un curso con mayor profundidad, al
estudiar problemas que van un poco mas alla del programa oficial, y se retoma la
motivacion al estudio del calculo en el contexto de cada carrera. Asi, se trata de dar
al curso de célculo sentido para los alumnos, al contextualizarlo con problemas de
su realidad profesional. De esta forma, los conceptos del calculo diferencial cobran
sentido a través de la necesidad de resolver problemas, evitando la memorizacion o
el calculo operativo de manera exclusiva.

Mas adelante, vemos que la correlacion entre los errores que los alumnos presentan
en el pre-test al inicio del curso de calculo diferencial y en el postest muestra
avances significativos. Es decir, las omisiones que los alumnos presentaban al
inicio del curso se han visto disminuidas en especial para suma y resta de nimeros
enteros y fraccionarios, manejo de fracciones con incognitas, solucion de
ecuaciones de primero y segundo grado, pero primordialmente el tema de funcion:
evaluacion numérica y manejo de literales, caracterizacion de raices y obtencion
del dominio de la misma; mejorando asi su desempefio en estos conceptos.

Algo similar sucede en la evaluacion del curso. El primer examen parcial plantea
preguntas del tema de funciones ya manejadas en el inicio del curso de calculo,
mismas que se pueden relacionar con las deficiencias mostradas en el pre-test
correspondientes al tema de funcion. Las preguntas de este examen requieren de
interpretacion, por lo que no soélo se evaltia la parte operativa. Los resultados
observados mostraron que se lograron avances significativos. Por su parte la
evaluacion en el segundo examen parcial permite analizar otros aspectos como el
manejo de los conceptos propios del célculo: raices, signo, derivada, méximos y
minimos, limites, etc., identificando avances pero también deficiencias en el
tratamiento de algunos conceptos (v.g. limites) para los cuales es necesario el
disefio de otros materiales de apoyo, que se puede hacer bajo la misma concepcion.
En nuestro experimento si se pudo observar un avance global en términos de
calificacion e indices de reprobacion generales y un avance puntual por concepto,
sin modificar la estructura y los contenidos de la evaluacion tradicional de un curso
de calculo diferencial estandar.

Condiciones para una replica

La forma de llevar a cabo la planeacion de este curso como experiencia en el
Centro Universitario UAEM Valle de Chalco, puede ser replicada bajo las
siguientes condiciones: Para un curso de cuatro o cinco sesiones a la semana,
asignar dos sesiones al laboratorio de computo con CalcVisual, registrar a los
alumnos en el sistema en linea del pre-test para su correcto seguimiento, organizar
sesiones de trabajo con los escenarios didacticos interactivos computacionales y
planear la retroalimentacion con discusiones grupales en sesiones presénciales en el
salon bajo las condiciones tradicionales. A diferencia de la experimentacion que



150 ARMANDO CUEVAS, MAGALLY MARTINEZ & FRANCOIS PLUVINAGE

presentamos aqui y que tenia el objetivo de mostrar posibles mejoras en la
evaluacion usual, en una replica se podrian introducir otras pruebas de evaluacion.

3. La poblacién y los contenidos de las pruebas aplicadas

Aunque hemos desarrollado experiencias desde el 2006, en este articulo solo
reportaremos los resultados obtenidos durante el afio 2009 dentro del grupo de ICO
de primer afio en la UAEMex, de 40 estudiantes Para profundizar en casos
individuales posibles dificultades materiales que pueden explicar ciertos resultados,
entrevistamos a algunos de los estudiantes (no relatamos aqui estas entrevistas).
Por ejemplo uno nos declard: “Tengo 5 afios sin estudiar; al inicio entro a la
UAEMex, y estudio tres semestres. Dejé la UAEMex y trabajo desde hace afios
como fotografo; no pude contestar porque no sabia 0 no me acordaba”, y otro:
“Trabajo en electronica y me cuesta tiempo trabajar, de 5 a 8 todos los dias y
sabados”.

El primer test diagnodstico se aplico al inicio del semestre y un examen parcial se
aplicod luego de un mes de curso. Al final del curso se aplico la prueba de fin del
semestre, v se aplicé de nuevo el test diagnostico para observar los progresos
especificos de los estudiantes. Es lo Ginico que cambia con respecto a la evaluacion
usual, y el test no se toma en cuenta para la calificacion final. Conforme lo
declaramos en el § 2, para la evaluacion aplicada a la poblacion observada, se
usaron los criterios de los afios anteriores al experimento: A final del curso, se
espera que los estudiantes puedan aplicar el calculo al estudio de las funciones
algebraicas. El anexo 3 presenta la prueba de fin de semestre, en la que el uso de la
tecnologia se recomienda, pero no abastece respuestas automaticas.

En el experimento hecho en afios anteriores con grupos de la misma universidad, se
habian aplicado pruebas iguales, solo que el test se habia aplicado una tnica vez
como test diagnostico. Aunque, en este articulo, no reportamos los resultados de
aquellos grupos, cabe sefialar que las condiciones de éxito observadas fueron
similares a las del grupo de 2009.

Andlisis de las preguntas de evaluacion planteadas

En el anexo se encuentran las pruebas individuales aplicadas a los estudiantes. El
cuestionario inicial o pre-test de caracter diagndstico y el examen parcial fueron
examenes individuales de duraciones respectivas 2 horas (maximo) y 1 hora con
uso de la computacidon, mientras los cuestionarios sobre las poleas se aplicaron a
grupos generalmente compuestos de dos estudiantes (binomios). Investigaciones de
la fase exploratoria del proyecto habian mostrado que los tratamientos que suponen
cierta habilidad en el manejo de variables pueden constituir un obsticulo en
estudiantes de recién ingreso al nivel superior. Y se habia constatado en el pre-test
exploratorio, que, con respecto al manejo de variables, muchos estudiantes solo
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saben sustituir valores numéricos. Incluimos también el manejo de la
proporcionalidad en el campo numérico, porque habiamos observado todavia
dificultades en una parte de la poblacion de este nivel. Esta observacion nos
condujo a distinguir tres categorias de preguntas en los instrumentos de medicion:
- La categoria NUM, que contiene preguntas numéricas. Por ejemplo, sumar
dos fracciones
- La categoria ALG, que contiene preguntas con calculo algebraico de
respuesta numérica. Por ejemplo, resolver una ecuacion dada
- La categoria FUN, que contiene preguntas con una variable en la respuesta.
Por ejemplo, dado la expresion f(x) = - x> + 2, determinar f(x+1).

Esta organizacion es una forma sencilla que, a grosso modo, corresponde a la
propuesta, ya comentada, de Adjiage & Pluvinage (2008 y 2012) de dividir el
tratamiento de las matematicas en: estrato de la aritmética elemental (las cuatro
operaciones), estrato racional (fracciones y proporciones), estrato algebraico
(escritura y resolucion de ecuaciones) y estrato funcional (uso de variables y
parametros en funciones reales, composicion de funciones).

Test diagnostico

La reparticion de las 20 preguntas del pre-test en términos de categorias de
contenido es:

Cinco preguntas en la categoria NUM: 1, 2, 4, 5, 7 (las tres ultimas presentan
fracciones)

Diez preguntas en la categoria ALG: 3, 6, 8,9, 10, 11, 12, 14a, 14b, 15a

Cinco preguntas que pertenecen a la categoria FUN: 13, 14c¢, 14d, 15b, 15¢

Examen parcial.

La composicion del examen parcial en términos de categorias de contenido es:
Dos preguntas en la categoria NUM: 1b, 1¢ (coordenadas)

Cinco preguntas en la categoria ALG: 2, 4, 6a, 6b, 7a

Seis preguntas que pertenecen a la categoria FUN: 1a, 3a, 3b, 5, 7b, 8

4. Resultados globales del pre-test y del examen parcial

De los 40 estudiantes del grupo observado, 38 presentaron el pre-test y el examen
parcial. Se mostraran los resultados de estos estudiantes.

Los resultados mas significativos, en el curso de calculo, son los que corresponden
a preguntas en las que aparecen variables. De ahi que las preguntas de las
categorias ALG y FUN fueran mayoritarias: Hay 15 preguntas de estas categorias
en el pre-test y 11 en el examen parcial. En base a los resultados, determinamos
cuatro subgrupos en la poblacion tanto en el pre-test como en el examen parcial.
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- El grupo 1 lo constituyen los estudiantes que proporcionan una respuesta
correcta a la mayoria de las preguntas. Esto es, 8 0 mas éxitos en el pre-
test, y 6 0 mas éxitos en el examen parcial.

- En el grupo 2 ubicamos a los estudiantes que obtienen entre el 30% y el
50% de éxitos. Es decir, entre 5 y 7 éxitos en el pre-test, y entre 4 y 5
éxitos en el examen parcial.

- El grupo 3 lo forman los estudiantes que obtienen entre el 20% y el 30% de
éxitos, lo que corresponde en el pre-test a 3 o 4 éxitos y en el examen
parcial a 3 éxitos.

- En el grupo 4 estan los estudiantes que obtienen menos del 20% de éxitos
Esto es 2 éxitos o menos tanto en el pre-test como en el examen parcial.

A partir de los resultados obtenidos en las dos pruebas se obtiene la tabla 1 de
contingencia. Por ejemplo, leemos en dicha tabla, que 7 estudiantes pertenecen al
grupo 2 del pre-test y alcanzan el grupo 1 del examen parcial, pero que 6
estudiantes del mismo grupo del pre-test caen en el grupo 4 del examen parcial.
Esta caida no significa que sus conocimientos disminuyeron, dado que las
preguntas no son las mismas, sino que su situacion con respecto a los requisitos
empeoro.

Parcial | Grupol | Grupo2 | Grupo3 | Grupo 4 Total
Pretest
Grupo 1 3 1 0 0 4
Grupo 2 7 0 3 6 16
Grupo 3 3 5 1 3 12
Grupo 4 1 2 1 2 6
Total 14 8 5 11 38

Tabla 1. Contingencia de datos

La consideracion de las margenes de la tabla nos muestra una situacion inicial poca
exitosa, con s6lo 4 estudiantes en el grupo 1 en el pre-test. Hay un incremento
evidente en el examen parcial, puesto que el mismo grupo 1 cuenta con 14
estudiantes.

La comparacion de los resultados del pre-test y del examen parcial conduce a la
hipétesis nula de independencia de las filas y de las columnas. El p-valor del Chi-
cuadrado que resulta de la tabla de contingencia es 0.213. Como este valor es
superior al nivel de significacion o = 0.05, no se puede rechazar la hipétesis nula
HO. Este es un primer resultado interesante desde el punto de vista educativo,
porque subraya el hecho de que en el experimento se compensaron carencias
iniciales: un estudiante con poca habilidad inicial en el manejo de variables tiene
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sin embargo la posibilidad de obtener resultados correctos. Por lo tanto no
podemos acertar que la mejoria se atribuya a la sola propuesta de ensefianza.

5. Comparacién de las dos aplicaciones del test ;Se redujeron las
deficiencias iniciales?

En la tabla 2 se muestran los resultados de las dos aplicaciones del test, obtenidos
por los 26 estudiantes que respondieron a la totalidad de las pruebas. A cada
estudiante le asociamos su indice de éxito en las tres categorias mencionadas, es
decir la proporcion de preguntas de la categoria que resolvié de manera correcta.
Se observa en la parte superior de la tabla el fuerte aumento del indice de éxito, y
subrayamos que el mayor aumento es el del estrato funcional: .3 de FUN1 a FUN2.
Eso es una media, pero el aumento se advierte también individuo por individuo: En
la parte inferior de la tabla se registran los nimeros de estudiantes cuyos resultados
de la segunda aplicacion del test fueron superiores, iguales o inferiores a los de la
primera aplicacion. El resultado general es un avance evidente.

La conclusion que proponemos es que la propuesta didactica experimentada puede
producir la compensacion deseada de posibles deficiencias, sin necesidad de cursos
remediales. Una hipoétesis verosimil para aclarar este efecto observado es que la
practica regular de actividades controladas, en particular con la ayuda de los
recursos computacionales que se usaron en nuestro experimento de ensefanza,
proporciona un numero suficiente de oportunidades de corregir concepciones
erroneas para producir efectos de aprendizaje con respecto a los prerrequisitos del
curso de calculo.

Categoria NUMI | NUM2 | ALGl | ALG2 | FUNI | FUN2
Media del indice de éxito .56 .79 34 .53 29 .59
Categoria \NUIM \ALIG \FLIIN
Nuamero de estudiantes | Mayor | 17 21 19
cuyo Igual 8 3 5
segundo resultado es: Menor | 1 2 2

Tabla 2 — Resultados, por categorias, de las dos aplicaciones del test

Pruebas y calificacion final

De los 40 estudiantes del grupo, 32 obtuvieron un resultado final exitoso (Tabla 3).
Es esta proporcion de éxito del 8/10 un resultado muy importante en si mismo,
cuando se compara con los resultados tradicionales de la materia que recordamos
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en la introduccion. Ademas una observacion sobresaliente es que, en el grupo
observado, todo estudiante que entreg6 la totalidad de las pruebas salié aprobado.
En otras palabras, los estudiantes que fracasaron estuvieron ausentes durante
algunas de las pruebas.

Aprobado Reprobado

Todas las pruebas presentadas 26 0

Falta una prueba o varias 6 8
Tabla 3 — Presencia y resultado final del curso

Debido a los resultados obtenidos, no tendria sentido analizar la relacion entre el
éxito final y los niveles que resultan del test diagndstico. Pero lo que se puede
considerar es el nivel final de la calificacion, de simplemente regular a excelente:
(Hay una relacion del nivel de éxito final con los resultados del test diagnostico?
Esta pregunta se afiade a la pregunta inicial sobre la posible reduccion de
deficiencias iniciales observadas en el pre-test y se puede estudiar mediante el
método de analisis de discriminante que presentamos a continuacion.

Analisis discriminante

Para estudiar las preguntas planteadas, una herramienta util es el anélisis
discriminante, en la que los grupos formados de una particion de la poblacion se
relacionan con valores de variables cuantitativas. En nuestro caso, tres grupos
equilibrados se destacan de forma natural a partir de las calificaciones de fin del
curso oficialmente registradas, establecidas en una escala de 0 a 10:

- REG, grupo “regular” que corresponde a niveles de calificacion de 6 a 7

- BUE, grupo “bueno” que corresponde al nivel de calificacion 8

- SUP, grupo “superior” que corresponde a niveles de calificacion de 9 a 10
Cabe sefialar que la puntuacion de 8 en México tiene un valor especifico: Por
ejemplo, en varias instituciones se considera como la calificaciéon que permite al
estudiante conseguir una beca de estudio.

Los 26 estudiantes considerados en el analisis discriminante por dar lugar a
resultados completos, se distribuyen de la manera siguiente: 9 en el grupo REG, 9
en el grupo BUE, y 8 en el grupo SUP.

Las variables cuantitativas consideradas en el andlisis fueron los porcentajes de
éxito con respecto a las categorias del test definidas arriba (NUM = preguntas
numéricas, ALG = preguntas con variables dando lugar a un resultado numérico,
FUN = preguntas dando lugar a resultado variable) y la calificacion del examen
parcial (PARC). Debido a que el pretest se aplico dos veces, distinguiremos el
resultado de cada aplicacion por los nimeros 1 para el resultado inicial y 2 para el
segundo resultado. De esta forma, se establecieron siete variables cuantitativas para
el analisis: NUM1, ALG1, FUN1, NUM2, ALG2, FUN2, PARC.
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F1 F2
NUM1 | 0,749 | -0,328
NUM2 | 0,185 | 0,758
ALG1 | 0,782 | 0,169
ALG2 | 0,301 | 0,376
FUN1 | 0,553 | -0,096
FUN2 | 0,621 | 0,512
PARC | 0,752 | 0,277
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El resultado del andlisis discriminante es contundente por su pertinencia y

coherencia. A continuacion presentamos los rasgos principales:

- Los datos registrados de los tests y del examen parcial permiten localizar
correctamente a casi todos los estudiantes en los tres grupos. Sélo 2 de los 24
estudiantes no son puestos a sus lugares correctos (Omar que obtuvo una
calificacion final de 10 es anexado al grupo BUE en vez de SUP, Yoban que
obtuvo una calificacion final de 7 es anexado al grupo SUP en vez de REG),
todos los demas son anexados por el analisis a sus grupos reales. Esto significa
que las pruebas aplicadas antes del examen final autorizan una prediccion fiable
para el nivel final obtenido por un alumno del curso.

- El primer factor del analisis (85% de la discriminacion) ya ordena bastante bien
los individuos segln los grupos, desde los individuos del grupo REG que tienen
una primera coordenada negativa, pasando por los del grupo BUE que ocupan
una posicion intermedia, hasta los de SUP del lado positivo. El segundo factor
(15% de la discriminacion) precisa la distincion entre los grupos BUE y SUP
(figura 3). En seguida vamos a estudiar las variables subyacentes al fenomeno.

En efecto, las correlaciones entre las variables y los factores (tabla 4 y figura 3) son
de gran interés. Las variables de mayor correlacion con el primer factor son dos
iniciales: los elementos mas basicos del test diagnostico (NUM1 y ALG1), y dos de
desarrollo: el nivel del parcial (PARC), lo que era esperado, y el nivel alcanzado en
la segunda aplicacion del test para los tratamientos de variables (FUN2). Eso
significa que el alcance del nivel superior por un estudiante en la calificacion final
depende de lo mas basico del test diagndstico y de lo més avanzado de la segunda
aplicacion del test. En otras palabras, esta ultima observacion significa que el mejor
éxito corresponde a la adquisicidon de los tratamientos de variables en el universo
de las funciones, es decir el estrato funcional.

El hecho de que las variables mas basicas en la segunda aplicacion del test (NUM2
y ALG2) tienen poca relacion con el nivel de éxito final, ilustra la disminucion de
las deficiencias iniciales en la poblacion estudiantil observada: A final del curso
impartido, las posibles dificultades se sitlan mas alla de los prerrequisitos.

6. Conclusiones del experimento y perspectivas

Uno de los problemas mas graves de la educacion superior es el nivel académico
del aspirante a cada ciclo escolar, debido a que en general se observan graves
deficiencias en los prerrequisitos en matematicas. Ante este problema, las
instituciones recurrentemente proponen cursos remediales. En general, el resultado
de estos cursos ha sido poco alentador o no rinde los resultados esperados. Esto no
deberia resultar extrafio, dado que se comete el error de ensefar los temas de
matematicas de manera semejante a como fueron ensefiados y en un tiempo muy
reducido. Nuestra tarea consistid, desde el inicio, en mostrar que mediante
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actividades cuidadosamente disefiadas dentro de un marco didactico preciso,
vecino de la RME (Real Mathematics Education) que se ha experimentado en el
Instituto Freudenthal, orientado principalmente hacia la expresion y con el apoyo
didactico de la tecnologia, se podria solventar las deficiencias con las que un
alumno inicia un curso de matematicas a nivel superior.

Este articulo muestra esta posibilidad. En efecto, las deficiencias iniciales
detectadas se redujeron de manera significativa en la poblacion experimental.
Ademas, todos los estudiantes de esta poblacion que estuvieron regularmente
presentes durante el transcurso del cuatrimestre aprobaron el curso de calculo. So6lo
en el nivel de éxito final alcanzado se reflejan las posibles deficiencias iniciales.

Ahora queda por investigar en varios centros el caracter de réplica del experimento.
Al lado de la experiencia presentada en este articulo se ha generado un Seminario
Nacional que agrupa en la actualidad ocho Universidades de México por medio de
videoconferencia, para el estudio de la ensefianza del céalculo, que culmina cada
afio con un Encuentro Nacional e Internacional sobre la Ensefianza del Célculo en
Meéxico. Estos eventos pueden, en particular, contribuir a extender el presente
estudio en esta direccion.

Este articulo no tenia como objeto estudiar el nivel de adquisicion de los conceptos
propios del calculo: De los resultados de los estudiantes presentados sélo se
observa que cumplen con los requisitos de la evaluacion usual. Asi entonces un
objetivo de la investigacion que queda por profundizar es el tema de la
comprension conceptual del calculo. (En las condiciones descritas, cuales son los
conceptos y los métodos de tratamiento que los estudiantes adquieren y hasta qué
nivel? Para responder a esta pregunta, proponemos disefiar y experimentar en el
futuro actividades didacticas, con la creacion de escenarios interactivos para cada
uno de los conceptos asociados y elaborar los respectivos instrumentos de
medicion y evaluacion.
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ANEXO 1 PRETEST (resuelto)

Esta evaluacion es confidencial y no tiene significacion o peso negativo para la
calificacion del estudiante en el curso. So6lo proporciona informacion para
investigar a qué nivel se deberia de iniciar las materias de Matematicas. Por su
importancia es necesario que se responda con honestidad puesto que puede alterar
el disefio del curso.

Marque con una X en el cuadrito correspondiente en la opcidon que creas correcta y
deja en blanco si se desconoce la respuesta.

Nombre: Carrera y grupo:

1. Calcular %+%

O &/11; [ 21/20; [ 15/28; @ 41/28; [ Otra solucion

2. Calcular %— %

0 2/24; B -1/12; 0O -1; O 38/24; [ Otrasolucién
1
3. Calcular -
2n-2 2n
1 1 2n—-1 .
0 0 ———; 0 ——; [0 ————; & Otrasolucion
n(n-1) 2 2n(n-1)

4. ;Cual es el mayor de los siguientes nimeros?

B 35 [0 1.6, (1 -89; [1 0546 [ -987

5. Calcular 3(5-8)2 + 3[2(4+2)-5(2-6)]

O 29; 0O 43; O 83; O 32 @ Otra solucién

6. Reducir los siguientes términos 2a (a-Zb)2 + 5b [2a(b+a) -b(2a—b)]

1 5a’+56ab+55b% [0 2a*+2a’b+8ab’-5b%; [ - 150b°+98ab*-2a’b+6a’;
T 150b°+68ab>-21a’b+6a ; @ Otra solucién

7. Un vendedor expende articulos a comision recibiendo 3 pesos por cada articulo
vendido. El vendedor trabaja de lunes a viernes. Paga diariamente 5 pesos para que
le permitan vender en el mercado y 6 pesos de transporte.
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(Cuantos articulos debe vender en una semana para que, restando sus gastos, le
queden 35 pesos por cada dia de trabajo?

0 100; 0 30; 0 150; 0 90; B Otra solucion

8. Marque la respuesta que sea la solucion de la desigualdad —30X+4<0:
2 2 2

=—; B Xxz2—; [ (—oo,oo); 0 X<—; [ Otra soluciéon
15 15 15

9. Resolver 2x* —=3x—-2=0

X

2
0 X1:—2yX2:§; O X =2y X =—=; i X1=2yX2=7'

2
0 X =-2y X =——; [J Otrasoluciéon
1 2 3

10. Considere P(X) = X’ — X . Todas las raices de esta funcion son:

0 oyl;, O 1y2; 0 ly-1; 0 -1yo0; B Otra solucion
11. Resuelva el siguiente sistema:
Xx—=2y=1
X+y=4
Ox=-1,y=-1; 0Ox=1,y=3; 0 x=7,y=-3; B x=3,y=1;
[0 Otra soluciéon

12. Resuelva el siguiente sistema:

X=2y=1

X+y=41

0 x=2/1_1,Y=/1+1; i x=2/1+1,y=/1_1; 0ox=3-24,y=-4+1;
3 3 3 3

1 X=3+24,y=A4A-1; [ Otrasolucion

. 1 . .
13 En la ecuacién X =1+ —, despeja Y en funcion de x.
y

1 1 1 .
Dy=1+—;ﬁy=—l; Jy=l+——; [ y=——; [ Otrasolucién
X X—=



164

ARMANDO CUEVAS, MAGALLY MARTINEZ & FRANCOIS PLUVINAGE

14. Sea la expresion Y =2 ——; marque con una x en el cuadro correspondiente a
X

la propiedad que se cumple.

X=0,y=2 B Falso
x=1,y=1 1 Falso
y ! H Fal
=— also
2—X
1
X=2—— B Falso
y
15. Dada la funcién real f(X)=
151 f(-1)=
0 0 8 2; O
152 f(x+1)=
0ox+2; O X*+2; 0O

15.3 (Cual es el rango?

x> +1
-1; 0
X2+ x+1

[J Verdadero

B Verdadero

[J Verdadero

[J Verdadero

B xX*+2X+2:

Otra solucion

[1  Otra solucion

0 x=-1;8 (l,oo); O (—oo,oo); [ (—oo,—l)u(l,oo); [J Otra solucién
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ANEXO 2 EXAMEN PARCIAL (con las respuestas en cursivas)
Alumno Carrera ICO-1I

Nota importante: Se requiere anexar, en hojas aparte, el procedimiento y
justificacion de cada respuesta. Si s6lo se escribe la solucion se considerara
invalida o errénea.

1. La tabla de abajo corresponde a una funcion lineal.
Fx)|-5|-2|1]4
x |[-1]0 |1]2

a) Determina la funcion lineal
F(x) =3x-2

b) Completa la tabla
Fx)|[-5]-2]1[4]|7]10
X [-1]0 |1]2]3]|4

c) Trazasu grafica

2. Usa Calcvisual para determinar las raices reales del polinomio siguiente:
P(x)=2x"+x*-18x’ -9x*

X1= -3, X9=-0.5, x3=0, X4= 0, X5= 3
3. Propone dos polinomios que tengan al menos las raices reales siguientes: -2,
0,0,3y5.

(x+2)x2(x—3)(x—5) =x - 6X - X +30%
(x+2)(x-2)x*(x-3)(x-5) = x° - 8x> + 11x* + 32x° - 60X

P(x)
y, por ejemplo, Q(x)
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4. Determina los intervalos en los que la siguiente funcion es positiva y en los
que es negativa: H(x)=-2x" +16x> +24x—-126

X - -3 2.459... 8.541... o0
H| + 0 - o0 £ 0 _

5. Da un ejemplo de un polinomio con raices en 0, -2 y 5 y que ademas sea
negativo en (- oo, -2), positivo en (-2, 0), positivo en (0, 5) y negativo en (5, «).

P(x) = — (x+2)x*(x-5) = — x* + 3x® + 10x°

6. Determina el dominio de las funciones reales:

a) G(X)=VX* +x-6

D, = (—0,-3]U[2,)

x> +2

b) M(X) = ——
) M) X*—2x+3

D, =l

M
7. Dada la funcién f(x)=2x>+x+4

a). Evalda la funcion en

x [-1]0]1/2]23]2]3

X |[-1]0]1/2 2/3 2 |3
fx) | 514 5 | 50/9=5555... |14 | 25

f(x+h)—f(x)
h

8. La temperatura de congelacién del agua es 0°C(6 32 °F). La temperatura de
ebullicién es 100°C (6 212 °F). Utilice esta informacion para encontrar una
relacion lineal entre la temperatura en °F y la temperatura en °C ;Qué
incremento de temperatura en °F corresponde a un incremento de
temperatura de 1°C?

=4x+1+2h

b). Demuestra que

PN _212-32 _ 180 _
f10 o Fy =" ox+32= 000X +32=1.8x+32,
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ANEXO 3 EXAMEN FINAL DE CALCULO DIFERENCIAL

Nota Importante: Se requiere anexar, en hojas aparte, el procedimiento
y justificacion de cada respuesta. Si s6lo se escribe la solucién se
considerarainvalida o errénea.

1. Se desea recortar cuadrados de lado x en las esquinas de una
hoja cuadrada de longitud 13 cm para construir una cajita de

chicles. Determina la funcion Volumen V(x), su dominio y rango.
X

X

2. En las siguientes graficas determina cual es funcién y cual
no, escribiendo en el cuadrito, una S para reconocerla como gréfica
de funcién y una N para el caso de no ser funcion.

¥ ¥ v

] [] ]
3. Si f(x)=-3x>+2x-2
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a)Evalila f(x) en x=—4; x=-4yx=1
b) Determina f(x+h)—f(x)=

4. A partir de la siguiente tabla de valores de una funcion lineal
determina la expresién de la misma:
F(x) 112 |0 -1

X O |-1|1 |2

F(x) =

5. Setienen las siguientes raices reales:, =-3; r,=-1; =0y
r, = 3. Determina y escribe un polinomio que tenga al menos
estas raices reales. Puedes utilizar CalcVisual.

6. Se tiene el siguiente signo de un polinomio P(X). Negativo en el
intervalo (—o0,—2); positivo en (-2,2); negativo en (2,3) y
positivo en (3,+ ). Determina el polinomio P(X). Puedes
utilizar CalcVisual.

7. Para la funcion racional:

x? -1
P e
(x) X —5X+6

Usa CalcVisual para determinar lo siguiente:
II.a. El dominio

IL.b. Las raices reales

Il.c. Elsigno

II.d. Extension y asintotas

Il.e. Calcula la derivada

II.f. Puntos criticos

II.g. Monotonia



